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Bimaticove hry



Konecné hry 2 hracu - bimaticoveé hry

Bimaticova hra je hra v normalnim tvaru H = (N, S, V) zadana

+ seznamem hraca N := (1, 2),
- seznamem prostori strategii - S := (X, = {1,...,m;},X, = {1,...,m,}) a
+ seznamem vyplatnich funkci V := (f, (x,, x,) = ax1xz,f2(x1,x2) = bX1X2), kde

« A B € R™*™ jsou zadané vyplatni matice, technicky se da hra plné popsat pravé témito
maticemi.

Zajima nas:

- jak vypadaji NE v ryzich a smiSenych strategiich,
+ jak by se méli hraci chovat, pokud bychom dovolili kooperaci

+ s pfenosnou vyhrou,
+ s neprenosnou vyhrou.



Pro pfipomenuti:

+ Nashovo Ekvilibrium (NE) je (specialné ve hie dvou hracu) takova dvojice strategii
(x*,y*) € X, x X, Ze pro vSechna x € X, a y € X, plati:

Qe SOyeper by sh. M

« Hry dvou hracti (H, S, (f,, f,)) a (H,S,(f, + k,, f, + k,)) maji stejna NE pro konstanty
R, kR, € R, takovym hram Fikame strategicky ekvivalentni.
+ U konecnych her lze NE v ryzich strategiich nalézt tak, Ze se naleznou dvojice
strategii vyvovujici nerovnostem (1) zvlast:
« pro kazdé y* se najde (mnozina) x* vyhovujici a,sa
« pro kazdé x* se najde (mnozina) y* vyhovujici ey & By
+ NE jsou takové dvojice, strategii, které v predchozich krocich vyhovovaly obéma
nerovnostem.

x*y*?



Dvé matice = matice dvojic

Mize byt prehledné hru zanést do matice dvojic (a,.j,b,.,j).

20 20 20 0 12 10
27 36 42 15 6 10
A=| 25 40 35 B=| 15 12 5
2 2 2 30 0 10
22 16 17 30 6 5

20,0 20,12 20,10
27,15 36,6 42,10
= C=| 2515 40,12 35,5
2,30 2,0 2,10
22,30 16,6 17,5
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ReSeni bimaticové hry v ryzich strategiich

Za predpokladu, ze pfipoustime rfeseni pouze v ryzich strategiich, mohou zfejmé nastat
nasledujici pripady:

1.
2.
3

4,
5.

hra ma jediné NE,

hra ma vice NE, z nichzZ jedno dominuje ostatni,

hra ma vice NE, mezi nimiz existuje zaménna soustava takovych NE, které dominuji
ostatni NE,

hra ma vice NE, Zzadné z nich nedominuje vSechna ostatni,

hra nema zadné NE.

NE v ryzich strategiich vede k cili v pfipadech 1-3.

Priklad hry se zaménnou soustavou NE:

8,9 -1,-2 8, 9
“1,-1 4 & 0,-1
8,9 -1,-2 8, 9
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Smisené strategie



Smisené rozsifeni bimaticové hry

Pfipomenme:

- smiSeneé strategie se zavadi proto, Ze ryzi strategie neposkytuji v urcitych situacich
navod k jednani,
+ kazda konecna hra ma alespon jedno NE ve smiSeném rozsifeni.
+ Otazka: Je to vSak zde dostacujici?

SmiSeni rozsireni bimaticove hry je hra v normalnim tvaru H = ((1, 2), (X7, X3), (f3, f3)), kde

- prostory strategii hrace 1 pak ma podobu X; = {(x},...,xﬂm)T P Yiex xf =1,x" 20},
1

X5 analogicky

- vyplatni funkee jsou f3(x',x?) = x'TAx? a f3(x",y?) = x"TBx?.



NE ve smiSeném rozsireni bimaticové hry

Z defini¢nich nerovnosti NE a tvaru prostor( strategii lze odvodit nasledujici Glohu:

max F(x",x2) =x""(A+B)x2-a-p
x1eX3,x2eX5,0eR,BeR

Ax? < al (2)
B'x" < B1

Véta
Necht je (x", x?) optimalni feseni alohy (2).

Pak F(x",x?) = 0 a (x", x?) je NE bimaticové hry zadané vyplatnimi maticemi A a B.



Alternativni zapis Glohy (2)

peR”rﬂ,%)éRmz Fp.q) = Z i + b z Pi- z g,

i€X, jeX, iex, j€X,
Zaijqjst Vi € X,
jeX2
> bpis1, Ve,
ieX,

Pid; 20, i€X,jEX,



Poznamky a problémy spojené s NE ve smisenych strategiich

- Uloha (2) je Glohou nekonvexni optimalizace (kvadraticka forma x'"(A + B)x? je zcela
obecna):
+ solvery mohou skonéit v lokalnim maximu (které neodpovida NE),
+ globalnich maxim muze byt vice,
* najit vSechna maxima je obecné vypocetné neinosné.
« V solverech lze riizna globalni maxima nalézt spousténim optimalizace z rliznych
vychozich feseni.
+ Bimaticova hra, ktera ma NE v ryzich strategiich, mGze mit (dominujici) NE ve
smiSenych strategiich.
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Bimaticova hra pro dva hrace je dana nasledujici matici dvojic:

60, 0 60,14 60,12
49,35 77,7 84,12
C,=| 47,35 82,14 76,6
4,70 4,0 412
26,70 19,7 20,6

1. Naleznéte alespon jedno Nashovo ekvilibrium v jejim smiSeném rozsireni.

2. Jaké budou rovnovazné strategie jednotlivych hraci? Jaké budou jejich vyplatni
funkce?



Kooperace v bimaticovych hrach




Jak na kooperaci

Pripustme spolupraci. Co ma byt reSenim:

« zavazna ,smlouva“ o pouziti strategii a déleni vyhry,

« ...nebo nekooperace.
Lze rozlisSit kooperaci :

+ s pfenosnou vyhrou (vyhru koalice lze prerozdélit), a
* s neprenosnou vyhrou - kazdy vyhraje pouze a jen hodnotu své vyplatni funkce.

Hleda se odpovéd na otazky:

1. kdy ma smysl kooperovat,
2. jaké strategie pfipadné dohodnout (trivialni u pfenosné vyhry),
3. jak rozdélit vyhru (odpada u nepfenosné vyhry).

12



Kdy se vyplati kooperovat - prenosna vyhra

Zfejmé - kooperace je vyhodna, pokud si hraci polepsi oproti stavu, kdy nekooperuji.

+ Je-li N mnozina hracu, zavedeme tzv. charakteristickou funkci, ktera kazdé koalici K
(podmnoziné N) prifadi celkovou vyhru, kterou si dana koalice zajisti tim, Ze bude
spolupracovat, tedy

+ v(K) je vyhra koalice K.

Aby kooperace byla vyhodna, zrejmé musi v bimaticové hre platit

v({1,2}) 2 v({1}) + v({2}).

- Zfejmé v({1,2}) = max, ,a, +b,, (snadné).

« Problem: jak zjistit v({1}) a v({2})?

13



Stanoveni v({i})

Je tfeba vyresit otazku, jaka bude vyhra hraci, pokud by se na kooperaci nedohodli.
MoZnosti:

« maximalizace jisté (zarucené) vyhry (minimax)
+ odlvodnéni: hradi se pfipravuji na nejhorsi scénaf; navzajem si hrozi poSkozovanim
v({1}) = max, . m!n
- v({2}h) = MaXx, ey, Min

VeX, axy
xeXy O xy
+ pouziti vyher pfi nekooperaci (Rompetitivnost) — problematické kvuli
nejednoznacnosti
+ hra proti nahodnému mechanismu (nedostatecna evidence)
+ odlvodnéni: situace je natolik nepfehledna, Ze se da ocekavat, ze protihrac se bude
chovat jako nahodny mechanismus
v({1)) = max, . ml Zyexz au
* v({2}) = max - >

yeX; my )(EX1



Déleni vyhry

Zname-li v({1,2}), v({1}) i v({2}), vime, Ze nutnou podminkou pro kooperaci je
v({1,2}) = v({1}) + v({2}). Vyhru v({1, 2}) si hraci v pfipadé kooperace déli.

Oznacme a, a a, podily hracli na vyhfe koalice {1, 2}. Hraci zfejmé budou ochotni
dohodnout néjaké ,spravedlivé“ déleni spliujici:
v({1,2}) = a, +aq,
v({1}) < q, 3)
v(2) < a,

Jednotliva déleni spliujici (3) se nazyvaji imputace, mnozina vSech imputaci se nazyva
jadro hry.
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Vybér spravedlivé imputace z jadra

~Spravedlivé“ je to, s ¢im hraci souhlasi. Nabizi se:

* pouzit tézisté jadra - rozdélit efekt kooperace napil
« odlvodnéni: oba hraci se na vzniku koalice podileji stejnou mérou

- a, = v({1}) + 0.5(v({1,2}) - v({1}) - v({2}))
- a, = v({2}) + 0.5(v({1, 2}) - v({1}) - v({2})

+ay ay = v((1]) £ v((2)
+a, ay = (v((1,20) - v((2D) : ({1, 2} - v({1)

Patri déleni ziskana pomoci dvou posledné jmenovanych moznosti jisté do jadra hry?



Jak na nepfenosnou vyhru

Zadani:
+ Mame zadanou hru ((1,2), (X, Y), (£, (x,¥) = a,,, f,(x,¥) = b,,)

Hledame odpovéd na otazky:
+ kdy ma smysl kooperovat, a

- jakeé strategie dohodnout (explicitné se omezime na prostor ryzich strategii, tedy
X={1,..,m}ay={1,.,m)).

Postup:
+ Najdeme dosaZitelna rozdeéleni, z nich vezmeme nedominovana

« Existuje-li alespon jedno dosazitelné rozdéleni, vybereme nejlepsi



Dosazitelna rozdéleni

Dosazitelna rozdéleni formalné.
Dosazitelné rozdéleni je takova dvojice (p,, p,), Ze (p,,p,) 2 (v({1}), v({2})) a zaroven
plati, Ze existuje takové x € X,y € Y, ze a,, =P by, =P,

Mnozinu vSech dosazitelnych rozdéleni budeme znacit D.

Neformalné: dosazitelna rozdéleni odpovidaji tém dvojicim strategii, pro které jsou
vyplaty obou hracd alespon takové, jako jsou zarucené vyhry.
Nedominovana dosazitelna rozdéleni formalné.

Dosazitelné rozdéleni (p,, p,) je nedominované, neexistuje-li dosazitelné rozdéleni
(q,,9,) takove, Ze (q,,9,) z (p;, P,)- Mnozinu viech znacme D, .



Je kooperace vyhodna? A co pak?

Zrejmé, kooperace je vyhodna, pokud D # @. Navic, pak plati i D, # @. Dvé mozZnosti:

+ |D,| = 1. Pak se hrac dohodnou na téch strategiich, které vedou na toto jediné
nedominované dosazitelné rozdéleni.

* |D,| > 1.)e nutné vybrat ,nejlepsi“ nedominované rozdéleni.
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Je kooperace vyhodna? A co pak?

Zrejmé, kooperace je vyhodna, pokud D # @. Navic, pak plati i D, # @. Dvé mozZnosti:

+ |D,| = 1. Pak se hrac dohodnou na téch strategiich, které vedou na toto jediné
nedominované dosazitelné rozdéleni.

* |D,| > 1.)e nutné vybrat ,nejlepsi“ nedominované rozdéleni.
+ Problém: co je nejlepsi?
+ Vysledkem jisté musi byt néjaké nedominované dosazitelné rozdéleni.
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Idea prumérného nedominovaného déleni

« Reknéme, Ze jsou viechna nedominovana déleni mozna.

* Spoctéme stfedni vyplatu pfes D, :

(p1:P,) = z
14P3)

+ Nyni miZeme za nejlepsi déleni (p, p,) prohlasit to, které je ,nejblize“ (p,p,) v
néjaké metrice d:
(p7.py) =arg il d((p4, P,), (P71, P)),

n

pro euklidovskou metriku tedy

! ) = i ~-n )2 ~-n\2
(P, py) =arg min (py -y + (b, - P, )
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Idea zaloZené na prirtistku k zaru¢enym vyhram

+ Vezméme za nejlepsi nedominované dosazitelné déleni to, které ma nejvétsi mozny
mensi z prirtstkd k zaru¢enym vyhram:

(P}, p;) = arg (pmsél)n min{p, - v({1}), p, - v({2})}.

+ Rlzné jiné zplsoby?
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Pouzijme vySe uvedené postupy na bimaticovou hru uréenou dvoumatici
4,5 8,4 6,7

c=[ 1,1 00 93
3,2 6,1 7,2
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