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1 Zadani

1.1 Cournotiv oligopol s kapacitami

Méjme hru v normélnim tvaru ((1,2,3), ([0, k1], [0, k2], [0, k3]), (f1, f2, f3)), kde
filxy, wa,w3) = wic(w1, T2, 23) — (Mg + vi74)

proi=1,2,3 a ¢(x1,22,23) = 6 — 0.5(x1 + x2 + x3). Hodnoty parametri k,v,n pro
jednotlivé hréace udava nasledujici tabulka:

1 3 05 6
2 2 07 3
3 1 2.5 2

Piedpokladejme, ze hraci nespolupracuji. Naleznéme Nashovo ekvilibrium (NE).

Interpretace zadani. Hru lze interpretovat nasledovné: hraci jsou oligopolisté,
kteti vyrabéji jistou komoditu. Hra¢ ¢ ma kapacitu vyroby k;, fixni naklady n; a
variabilni ndklady v;. Funkce f; je jeho ziskova funkce, skladajici se z pt{jmu z prodeje
a nakladu spojenych s vyrobou. Funkce ¢ je cena, ktera se na trhu v zdvislosti na
celkovém vyrobeném mnozstvi ustanovi.

1.2 Stackelbergiiv oligopol

Uvazujme hru z predchazejici sekce. Uvazujme, ze se hréc¢i o svém vyrobnim mnozstvi
nyni nerozhoduji v ten samy moment, ale v riazné momenty. Pozdéji se rozhodujici

se tim, v jakém poradi se hraci rozhoduji:

1. Jako prvni se rozhoduje hra¢ 3, po ném hraé 2. Hra¢ 1 se hry netcastni (tj.
jeho vyrobni mnozstvi bude 0). (Optikou Stackelbergova oligopolu: hraé 3 je
vudce, hra¢ 2 je ndslednik.)



2. Jako prvni se rozhoduje hra¢ 3, po ném soucasné hraci 1 a 2. (Hrac 3 je vadce
z pohledu hrécu 1 a 2.)

3. Jak prvni se rozhoduje hra¢ 3, po ném hrac 2, nakonec hrac 1. (Hra¢ 3 je vadee
z pohledu obou hrach, hra¢ 2 je naslednik hrace 3 a vadce pro hréce 1, hrac 1
je néslednik hraca 2 a 3.)
Piipady 2 a 3 jsou technicky o néco pracnéjsi. Pro jednoduchost je feSme s prostory
strategii R misto [0, k;], tzn. vyrobni mnozstvi jednotlivych oligopolistii nebudou
nijak omezena. Kapacitu uzijme pouze v piipadé 1.

1.3 Srovnani cen

Zamysleme se nad tim, k jakym cendm na trhu vedou jednotlivd uspofddéni (tj.
jakd bude cenovéd funkce pfi optimdlnim chovdn{ hracti). Co je pro spotiebitele
nejvyhodnéjsi?

2 Postup

2.1 Cournotuav oligopol

Idea hledani NE. Nashovo ekvilibrium je trojice vyrobnich mnozstvi, se kterou
budou v8ichni hréci spokojeni. Zna¢me ekvilibrium (z3, 23, %). Formélné, pro kazdé
1 € {1,2,3} musi pro kazdé z; € [0, k;] platit, ze

fZ(Z'T,JZ;,J?g) > fl(xica s 755:—1@1',35?4-1, s ,Jf;)

Pro konkrétni i piislusnd nerovnost ik, ze i-ty hra¢ nemuze dosdhnout lepsi vyplaty,
pokud zahraje jiné mnozstvi nez x;. Jednotlivé hodnoty f;(z7, x5, x5) musi byt ma-
ximalni v nasledujicim smyslu:

max fi(z1,x5,23) = fi(z], 23, 73),

z1€[0,k1]

xrél[%i }fg(l’?,(EQ,x;) = fl(xivx§7x§)a
2€[0,k2

zrél[%)é }f3(x’1‘,x§,x3) = fl(xyfvxgv'x;)
3€(0,k3

Kazda z rovnosti, feknéme i-ta, tedy predepisuje hodnotu maxima funkce jedné
proménné z} na prostoru strategii i-tého hrace. Vyhovujici (z3, x5, z3) lze proto
ziskat feSenim soustavy (1), coz je vlastné analogie definici ekvilibria pomoci best-

response funkci.
* (T) * * * *
x] = argmaxfi (a1, x5, 25) = g1(x3, 25),
21 €[0,k1]

1‘; = argmaxfg(x;xg,xg) = 92($T7x§)’ (1)
z2€[0,k2]

xy = arg max fs(a], x5, 3) = gs(x], z3),
z3€[0,k3]



(1) Poznamenejme, ze pouziti prvni rovnosti (oznaéend symbolem (1)) je nekorektni:
argmax i best-response funkce vraci mnozinu. Spravné by bylo pouzit relaci €.
Protoze ale v nasem ptipadé budou tyto mnoziny vzdy jednoprvkové, budeme s
nimi pro jednoduchost v tomto textu zachazet jako s prvkem.

Vlastnosti funkci f; ve vztahu k feSeni soustavy (1). Soustavu ve tvaru (1)
by pfi zcela obecnych vyplatnich funkcich fi, f2, f3 mohlo byt tézké vyfresit. V nasem
pripadé jsou ale vyplatni funkce kvadratické a ryze konkavni ve vlastnich strategiich
(tj. fi je konkdvni v x;). Konkdvnost f; 1ze snadno ovéfit vypoctem druhé derivace
podle z;. Ovéfeni nechdme jako cviceni.

Konkavni kvadraticka funkce jedné proménné mé v R pravé jedno maximum, a
to pro takové xg, pro které je %(xo) = 0. Problém je, ze strategie i-tého hréce
je omezend na interval [0,k;], takZze nestac{ jednoduSe feSit soustavu ti{ rovnic
o tfech neznamych, kde rovnice fikaji, ze derivace jednotlivych hracu musi byt
nulové. Natésti lze vyuzit ryzi konkdvnosti. Zavedme pro jednoduchost znaceni
= W, tj. f! je hodnota derivace f; podle z;. Déle f/(x;) bude hodnota
derivace v n%jakém konkrétnim bodé z;. Predstavme si nasledujici grafy, naptiklad
pro hrace 1:

f1(0) <0 () =0 fi(k1) >0
| | 4/77\% | |
l l ' l l
2 0 ke T 0 of k\ 71 0 ky @) Ty

Zjevné, plati-li pro hrice 1, ze f1(0) < 0, je optimdlni vyrdabét 0. Naopak, plati-li
pro néj, ze fi(k1) > 0, ziejmé je optimdln{ vyrabét ki. Tedy, best-response funkei
muzeme pro hrace 1 vlastné zavést takto:

0 pokud f{(0) <0,
g1(z2,23) = ¢ ki pokud fi(k1) >0,
x}  tak, ze fi(z}) = 0 v ostatnich pfipadech.

Pro hrace 2 a 3 se best-response funkce zkonstruuje analogicky.

Protoze prislusné parcialni derivace jsou linearni funkce, lze ilohu fesit dvoufazoveé:
nejprve bez omezeni na intervaly [0, k;], coz d& pocéatecni ndstiel, ze kterého lze po-
stupnym pfizpusobovanim dojit k takové trojici (z},z5,x%), ze jednotliva vyrobni
mnozstvi budou vyhovovat best-response funkci.

2.2 Stackelberguv oligopol

Piipad 1: hra¢c 3 viadce, hraé 2 naslednik. Situace je vlastné konceptudlné
velmi podobné. Vudce vybere strategii, naslednik na ni zareaguje podle své best-
response funkce.

Vidce vi, ze naslednik bude takto reagovat, a pii vybéru strategie s tim pocita.
7 pohledu vudce se pak vlastné jednd o optimalizaci funkce jedné proménné, protoze



vyrobni mnozstvi néslednika je jednozna¢né popsané a zavislé pravé na této jedné
proménné — vyrobnim mnozstvi vadce. Vyplatni funkce viudce proto v této hie je:
fa(xs) = z3c(ga(x3), x3) — ng — vsxs, kde ga(x3) je best-response funkce spoctend
pro Cournotuv oligopol (s tim, ze x; = 0). Optimaln{ strategie se pfi této vyplatni
funkci najde stejné jako v predchozim piipadé Cournotova oligopolu.

Chovéani hrace 2 se snadno dopo¢itd pomoci best-response funkce.

Pripad 2: hrac 3 vudce, hraci 1 a 2 naslednici. Od pfedchoziho piipadu se
lis{ v tom, Ze néslednici jsou 2. Piiklad, kdy vice hraca najednou voli své strategie,
uz znédme — to je Cournotuv oligopol. Tedy, najdeme ekvilibrium (z3(z3), x5(x3)) v
Cournotové oligopolu pro hrice 1 a 2 v zavislosti na x3 (tzn. budeme Fesit soustavu
dvou rovnic o dvou nezndmych s parametrem z3). Toto ekvilibrium se dosadi do
vyplatni funkce viudce, kterd nyni bude f3(z3) = xsc(ai(zs), v5(xs), x3) — ng —vsxs.

Piipad 3: hra¢ 3 vadce, hra¢ 2 naslednik pro 3 a vadce pro 1, hrac 1
naslednik pro oba. Hric¢ 1 bude hrét best-response g;(z2,x3). Hrd¢ 2 toto vi.
Zaroven jiz zna chovani x3 hrace 3. Tj. hra¢ 2 hledda optimalni strategii zo pro
svou vyplatni funkci fo(x2,x3) = zoc(gr(x2, 23), T2, x3) — Ny — vaxe. Oznacéme tuto
strategii x5 (x3).

Hrac¢ 3 pak optimalizuje svou vyplatni funkci

f3(w3) = x3c(g1(25(23), 23), 3(23), 3) — N3 — v3T3.

3 Konkrétni reseni
3.1 Cournotiv oligopol
Vyplatni funkce i-tého hrace je:

i(x1, 20, 23) = 2;,(6—0.5(x1+T2+23))—Nn; —v;; = —0.522+ 6—v;—0.5 €Ti)T;—n;.
[ J
Jj#i

Piipomernime znaceni, ze f! je parcidlni derivace f; podle x;. Mdme proto:

f{ = —1lzy — 0.5z0 — 0.5z3 —+ 5.5
fé = —0.5z;1 — les — 0523 + 5.25
fé = 70.5I1 — 053:2 - 133’3 + 3.5

a best-response funkce jsou:

0 pokud 5.5 — 0.5(x2 + x3) < 0,
g1 (1‘2, 1‘3) = 6 pokud — 0.5 — 05(582 + .%3) > 0,
5.5 —0.5(xy +x3) jinak,



0 pokud 5.25 — 0.5(x1 + x3) < 0,

ga(z1,23) =< 3 pokud 2.25 — 0.5(z1 4+ x3) > 0,
5.25 — 0.5(x1 + x3) jinak a
0 pokud 3.5 — 0.5(x1 + 22) < 0,
g3(x1,2) = ¢ 2 pokud 1.5 — 0.5(z1 + z2) > 0,

3.5 —0.5(z1 +x2) jinak.
Best-response funkce jsou diky 3 piipadum, které je nutné rozliSovat, osklivé
slozité. Pojdme nejprve zjistit, zda viibec nastavovani z; = k; nebo x; = 0 bude
nutné pouzit. VyfreSme soustavu

1 05 05 1 5.5
05 1 05 x| =525,
0.5 05 1 x3 3.5
to lze snadno udélat pomoci vztahu
x1 1 05 05\ ' /55 1.5 —-0.5 -0.5 5.5 3.875
z ] =05 1 05 5251 =(-05 15 —0.5 525 =\ 3.375
x3 05 05 1 3.5 -05 —0.5 1.5 3.5 —0.125

V excelu lze pro maticovou inverzi téz vyuzit prislusnou funkci. Spoc¢tena vyrobni
mnozstvi jsou ekvilibriem, neuvazujeme-li vyrobni kapacity. Cena, kterd by se na
trhu utvorila by byla 6 — 0.5(7.125) = 2.4375.

Ziejmé, spoctend mnozstvi (3.875, 3.375, —0.125) podminkdm omezenych vyrobnich
mnozstvi nevyhovuji, méme totiz xo > ko a x3 < 0. Best-response funkce (s kapaci-
tami) jsou (3.875,3,0). Polozme (x1, z2, x3) rovné tomuto vektoru a opét spocitejme
best-reponse. Dostaneme (4, 3,0.0625). Opakovanim dostdvame postupné best-reponse
(3.96875,3,0), (4,3,0.00390625), (3.9921875, 3, 0) atd. Zrejmé strategie konverguji k
vektoru vyrobnich mnozstvi (4, 3,0). Snadno ovérime, ze tato vyrobni mnozstvi jsou
sama sobé best-reponse. Jde tedy o ekvilibrium. Ostatné, toho, ze na strategii 3 = 0
ma hra¢ 1 odpovédét x1 = 4 a obracené, si lze vSimnout jiz po dvou iteracich.

Pokud bychom nechtéli iterovat vubec, Slo by ekvilibrium najit piimo, a to
napiiklad kvadratickym programem, ktery jednotlivé pripady best-reponse funkci
sikovné zakéduje pomoci pomocnych proménnych.

Lze si vSimnout, ze:

o fi(x1,1a,x3) = 0. Tj. pfestoze hra¢ 3 vyrabi na spodni hranici svych moznostf,

nechtél by vyrobni mnozstvi snizovat, ani kdyby mohl.

o c(x1,x9,23) = 2.5.

3.2 Stackelberguv oligopol

Hrac¢ 3 viadce, hraé 2 naslednik Best-response funkce néslednika je

0 pokud 5.25 — 0.5x3 < 0,
g2(w3) = 3 pokud 2.25 — 0.5z3 > 0,
5.25 —0.5z3  jinak.



Zkusme nejprve problém uvazovat bez kapacit. Do vyplatni funkce vidce z best-
response funkce dosadime jen tieti fadek. Ukaze-li se pak, ze je optimalni strategie
x3 vudee v intervalu [4.5,10.5], pouzije se z best-response pravé tento fadek a prvni
dva Fddky nebude tfeba viubec brat v ivahu. (Jiz na prvnf pohled je oviem vidét, ze s
kapacitami je maximdlni vyroba vudce 2. Tzn. ndslednik bude v modelu s kapacitami
vzdy vyréabét 3 podle druhého fddku best-response funkce).

Vyplata vidce v modelu bez kapacit je

f3(z3) = 23(6 — 0.5(5.25 — 0.525 + x3) — 1 — 2.523 = 0.875x5 — 0.2523 — 1.

Pak f5 = —0.5x5 + 0.875x3. Ziejme, f5(x3) =0 pro z3 = 1.75. Pak 29 = 5.25—0.5-
1.75 = 4.375. Cena na trhu je 6 — 0.5(4.375 + 1.75) = 2.9375.

Pro strategii viidce v modelu s kapacitami bychom méli maximalizovat f3(x3),
kde se x5 dosad{ best-response gs(x3). Protoze ale hra¢ 2 nezdvisle na x3 zahraje
T9 = 3, sta¢i nyni pouzit best-response funkci hrace 3.

0 pokud 3.5 — 0.5x5 < 0,
g3(x) = 2 pokud 1.5 — 0.525 > 0,
3.5 —0.522 jinak,

Z best-reponse funkce se proto pouzije 3. fddek a dostaneme x3 = 2. (Lze si v§imnout,
ze druhy réadek vede ke stejnému vysledku. Proc¢?)
Cena bude 6 — 0.5(3 + 2) = 3.5.

Hrac 3 vadce, 1 a 2 naslednici. Resme pro technickou jednoduchost pouze bez
kapacit. Hrac¢i 1 a 2 reaguji na x3, které zahral vidce. Jejich chovéni bude popsané
feSenim dvou rovnic o dvou nezndmych s parametrem x3

lz; 4+ 0.5z2 + 0.5z3 = 5.9,
0.5z7 + lzs + 0.52z3 = 5.25,

resenim které dostaneme nejprve

0.75z1 + 0z + 0.25z3 = 2.875,
0x; + 0.7522 + 0.2523 = 2.5,
a pak kone¢né
ry(x3) = 26*3 - %x-?)?
xa(x3) = 13—0 — %1‘3.
Dosadime-li tato mnozstvi do funkce
23 1 10 1
f3($3):$3(6—0.5(6—33 3—3$3+$3)>—1—25$3
43 1 1 1
= <6—25—12>x3—6x§—1:—6x3—12x3—1,



ziskdme po zderivovéni, ze f§ = —%
1. 47 _a
1 T1= 13 8T2= 13-

Cena, kterd se na trhu utvori, je 6 — 0.5% = 2.4583.

r3 — % Tedy, maximum nastava, pokud x3 =

Hraé 3 viadce, hraé 2 naslednik/vudce, hraé 1 néaslednik. Resme opét bez
kapacit. Hrd¢ 1 m4d best-response funkci g1 (z2,23) = 5.5 — 0.5(x2 + x3). Vyplatn{
funkce hrace 2 je proto

fQ(ZL'Q, Zg) = SUQ(G — 05(55 — 05(IE2 + 1’3) + x9 + 1'3)) —2— 075%2
= 6y — 2.7529 — 0.7525 — 0.2523 — 0.252023 — 2
= —0.2522 4 (2.5 — 0.25x3)zy — 2
. Pojd'me pro hrice 2 spocitat best-reponse funkci v zavislosti na hraci 3. Mame

4 =—=0.529 + 2.5 — 0.2523. Tedy, maximum nastdva pro xo = 5 — 0.5z3.
Nyni se podivejme na hrace 3. Ten ma vyplatu

Z1

o xro
fg(l‘g) = 1‘3(6 - 05(55 - 05(5 — 0.523 +l‘3) +5—0.5x3 -‘1-1‘3)) —1—2.5z3
= 6x3 — 4wz — 2.523 — 0.2503 — 1 = —0.2523 — 0.5z3 — 1.

Zderivovénim dostaneme f; = —0.5z3 — 0.5. Maximum nastdvd pro xz = —1,

tedy o = 5.5 a &1 = 3.25. Cena na trhu je 6 — 0.5(3.25 + 5.5 — 1) = 2.125.



