4EK421 Teorie her a ekonomickée rozhodovani

Volebni hry

MIROSLAV RADA
29. fijna 2024

Vysoka Skola ekonomicka v Praze



Volebni (hlasovaci) hry

Situace:

« Mame parlament o m kieslech, ve kterém je n politickych stran s pocty mandatd

a,..,a,.

« Pro pfijeti navrhu v parlamentu je tfeba k hlasu, kde k > am pro néjaké 0 < a < 1.
« Parametr a se nazyva hlasovaci pravidlo.

+ Plati (ne)rozumné predpoklady: ¢lenoveé stran hlasuji jednotné, ¢lenové koalic

hlasuji jednotné, vSechny koalice jsou stejné pravdépodobné.
Cil:
- uvaZzovat situaci jako kooperativni hru a odhadnout silu hraci v konfliktu
« charakteristicka funkce koalice K bude zfejmé

1 pokud ¥, . a,>am

v(K) = 0 jinak.



Priklad - volebni hry

Zadani: Mé&me politické strany s poCty mandati 52, 34,69, 28, 47, 43. SpocCtéme, jak se
meéni

+ Shapley-Shubikilv index sily (Shapleyova hodnota), a

+ Banzhafllv index sily (Bonus: jde o shapleyovu hodnotu s jednotkovymi vahami?)

v zavislosti na hlasovacim pravidle a.

Indexy sily:

*S;={K<SN:v(K)=1Av(K\{i}) =0} provSechnaieN,e, = |S;].
+ Shapley-Shubik:

Z (|K|-1) IKI)'
KSS;
« Banzhaf:




Zmrzlinar a déti

Situace. Zmrzlinar prodava baleni zmrzliny. Nabizi nasledujici moznosti:

+ malé baleni 300 ml za 60 penéz,
« standardni baleni 500 ml za 80 penéz a
+ maxi baleni 700 ml za 100 penéz.

Sejde se n déti, které disponuji p,, ..., p, penézi. Kazdé dité chce maximalizovat mnoZzstvi
zmrzliny, které sni.

Otazky.

+ Jak se budou déti chovat, mohou-li kooperovat? Jak si spravedlivé rozdélit zrmzlinu?

* Vybere-li od déti penize ucitel a koupi maximalni mnozstvi zrmzliny, jak by ji mél
rozdélit?

ReSme pro (P4, P51 P3P, Ps) = (30,50,55,70,80) penéz.



Koalice a koali¢ni struktura

Méjme kooperativni hru n hracli. Mnozina vSech hraci se znaci N.
Koalice je jakakoli neprazdna podmnozina K mnoziny N.

+ Koalice mohou byt i jednoprvkové.

+ (Z technickych divodu je nékdy vyhodné pripoustét i prazdné koalice, na to vzdy
upozornime.)

+ Pocet moznych koalic je zrejmé 2" - 1.

+ MnoZina v3ech koalic se bude znacit 2V,

Koalicni struktura je mnozina koalic.

Priklad
Méjme hru s n = 3. Mozné koalice zfejmé jsou {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}.
Mozné koalicni struktury jsou napr. {{1}},{{1, 2},{1, 2, 3}} atd.



Déleni her podle pfipustnosti koalicnich struktur

* Hry s volnou nedisjunktni koali¢ni strukturou.
« pfipustné jsou i takové struktury, kde miZe byt hrac ve vice koalicich
- pocet takovych koali¢nich struktur je 22" -1
* Hry s (volnou) disjunktni koali¢ni strukturou.
+ kazdy hra¢ musi byt pravé v jedné koalici
+ pocet koali¢nich struktur?
* Hry s omezenou koali¢ni strukturou.
+ koalicni struktury musi spliovat néjaké dalsi pozadavky.

Priklad - omezena koalicni struktura
Méjme rozumné se chovajici politickou scénu se stranami Pravice, Stred a Levice, kde nazvy stran
v sobé nesou informaci o ideologickém zalozeni:

Rozumna hra s omezenou koali¢ni strukturou by patrné pfipustila jen koalice {Pravice, Stfed} a
{Levice, Stred} (a jednoprvkove)



Déleni her podle pfipustnosti koalicnich struktur

* Hry s volnou nedisjunktni koali¢ni strukturou.
« pfipustné jsou i takové struktury, kde miZe byt hrac ve vice koalicich
- pocet takovych koali¢nich struktur je 22" -1
* Hry s (volnou) disjunktni koali¢ni strukturou.
+ kazdy hra¢ musi byt pravé v jedné koalici
+ pocet koali¢nich struktur?
* Hry s omezenou koali¢ni strukturou.
+ koalicni struktury musi spliovat néjaké dalsi pozadavky.

Priklad - omezena koalicni struktura

Méjme rozumné se chovajici politickou scénu se stranami Pravice, Stred a Levice, kde nazvy stran
v sobé nesou informaci o ideologickém zalozeni:

Rozumna hra s omezenou koali¢ni strukturou by patrné pfipustila jen koalice {Pravice, Stfed} a
{Levice, Stred} (a jednoprvkove)

Dale jen hry s volnou disjunktni koalicni strukturou.



Charakteristicka funkce

Charakteristicka funkce je funkce v : 2V - R.

« Prifazuje hodnotu (silu) kazdé koalici.
+ Hodnota v(K) vyjadfuje, jaka je (zhruba) vyhra koalice K, pokud vznikne.



Déleni vyhry

Vznikne-li ve hre koalicni struktura L = {K,, ..., K}, pak vektor (a,, ..., a,) budeme nazyvat
rozdélenim, pokud pro K; € L bude platit ZjeK‘ a; = v(K;).
+ Kazdy hrac zfejmé usiluje o to, aby ziskal co nejvice.
+ Jsou-li hracii aj cleny koalice K, chtéji z v(K) ziskat co nejvice - jejich zajmy jsou
protichiidné.



C-jadro
Pro koalici K se zkouma, zda existuje feSeni soustavy
> a,=v(K)
iek

Z a; 2v(Q) QckK
ieQ

+ Pokud ano, je K skupinové stabilni.
+ Nemusi existovat. Je-li prazdné, koalice nevznikne.
+ Nedava jednoznacny navod k jednani.

+ Nejednoznacnost lze odstranit — napr. lze pouzit té€zisté jadra - vypocetné slozité.



Namitky proti déleni

« Méjme koalici N a rozdéleni zisku a.
+ Jednotlivé koalice mohou byt vice ¢i méné nespokojené rozdélenim a.
» Pro koalici K ¢ N definujme d(q,K) = v(K) - ¥, q;
« Zfejmé: pokud d(a, K) > 0, mize K rozdéleni a vetovat (pozZaduje-li se skupinova
stabilita)
Jedna z moznosti prace s namitkami:

« Pri diskuzi o a bude nejvice namitat koalice K s nejvétsim d(a, K).
ken d(x, K) < max, ., d(y, K).

+ Definujme T(a) = (T,(a), ..., T,js;_,(a)), kde jednotliveé slozky jsou sestupné sefazené
namitky proti rozdéleni a.

+ Rozdéleni x je prijateln&jsi nez rozdéleni y, pokud max
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Vektor T(x) je lexikograficky mensi nez T(y), pokud prvni nenulova slozka vektoru
T(x) - T(y) je zaporna (prvni rozdilna slozka je mensi u T(x)).

+ Predpoklad: hradi se snazi o individualné a kolektivné racionalni reseni.

+ N-jadro: takové rozdéleni a, Ze T(a) je lexikograficky nejmensi.

Vyhody: Lze najit pomoci LP. Je jednoznacné. Vzdy existuje.
Nevyhody: Nemusi byt skupinové stabilni.

Budeme resit na cviceni.

m



Shapleyova hodnota

Idea:

« koalice N se mize na zakladé poradi pfichodl hracu vytvofrit n! zpusoby.

- prinos hrace i ke koalici K je p(i, K) = v(K) - v(K \ {i}).

+ koalice K \ {i} muze vzniknout (|K| - 1)! zpUsoby, zbyli hraci se do koalice K mohou
pridat (n - |K|)! zpusoby

« pravdépodobnost, Ze hrac i bude mit pfinos p(i,K) je (n - |[K|)Y(]K] - 1)!/n!.

Shapleyova hodnota: stfedni hodnota pfinosu hrace i pres vSechny zplsoby vytvoreni
koalice N.:

siy= 5 L KDAIKE= 08 ey v iy

- n!
KSN,iek
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