4EK421 — nekonecné hry s konstantnim souctem,
symetrie

1 Zadani

Symetricka hra. Mé&jme hru s konstantnim souc¢tem H = ((1,2), (X, X), (f1,—f1)-
Pokud pro kazdé x,y € X plati fi(z,y) = —f1(y, ), nazveme hru H symetrickou.
Dokazme, Ze pokud mé symetricka hra NE (z*, y*), pak fi(z*,y*) = 0.

Hra o nejvétsi ¢islo. Mé&jme hru H = ((1,2), (N, N), (f1, —f1)), kde f1 = sign(z—
Y)-
e Ma H NE?

e Ma H NE ve smiSeném rozsifeni? Pokud ne, dokaZzme.

Modifikovana hra o nejvétsi ¢islo. Modifikujme hru H vyse tak, Ze fi(z,y) =
ngis(x, y), kde funkce ngis je modifikovana funkce signum:

—1 pokud x > 3y

1 pokud y < z < 3y
ngis(xz,y) =< 0 pokud y =z

—1 pokud z <y < 3z

1 pokud y > 3x

Najdéme NE ve smiSenych strategiich.

2 Symetricka hra

Definice 1. Hra s konstantnim souctem H = ((1,2), (X, X), (f,—f)) takovd, Ze pro
kazdé x,y € X plati f(x,y) = —f(y,x), se nazgvd symetricka.

Véta 1. Pokud md symetrickd hra NE (z*,y*), pak f(z*,y*) = 0.



Diikaz. Necht (z*,y*) je NE symetrické hry H = ((1,2), (
kazdé y € X plati defini¢ni nerovnost NE ve tvaru f(a*,y*)
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f(@*,y). Uvazujme

specialné 3% = x*. Ziejmé plati

protoZe rovnost () plyne ze symetri¢nosti hry a rovnost (1) z toho, ze z* = y°.
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Protoze f(y°, %) = —f(y°, ), plati ziejmé

(1)
f(yovx*) =0= f(x*ayo) > f(x*ay*)’

kde nerovnost (1) plyne z toho, ze (z*,y*) je NE.
Analogicky lze ukazat, ze f(x*,y*) > 0, takze 0 < f(z*,y*) < 0. O

3 Hra o nejvétsi cislo

Mgjme hru H = ((1,2)), (N,N), (f, —f)), kde f = sign(z — y). Hledame odpovédi na
nésledujici otazky:

e Ma H NE?

e M4 H NE ve smiSeném rozsifeni?

Véta 2. Hra H nemd NE.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze (z*,y*) € N x N je NE hry H. Mohou nastat
dva piipady:

1. 2* > y*, pak zfejmé fi(x*,y*) € {0,1}; pro strategii y° = x* + 1 hrace 2 je

ovem poruSena defini¢ni nerovnost NE fi (z*,y*) < fi(z*,y), kterd ma platit
pro viechna y € N, nebot fi(z*,y") = —1,

x* < y*, pak zfejmé fi(z*,y*) = —1; pro strategl 20 = y* + 1 hrade 1 je
ov8em poruSena defini¢ni nerovnost NE fi(z,y*) < fi(z*,y*), kterda ma platit
pro viechna = € N, nebot f;(z%, y*) = 1.

Ukazali jsme, Ze (z*,y*) nemuZe byt NE hry H, coZ je spor. O

SmiSené rozsifeni hry H. SmiSené rozsifeni hry H je hra

kde

H® = ((1a2)7 (Sv S)v (fs’ 7fs))’

S:{x— X1, T2, .) Zx1—1x>0} fs(x,y):ii x;y; sign(i — j).



Véta 3. Hra H® nemd NE.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze (z*,y*) € S x S je NE hry H®. Zavedme
it =min{k € N : Z;:ll yr > 0.5}.1 Zavedme 2 jako i-tou ryzi strategii hrace 1, tj.

strategii
i—1 krat

——
' =(0,...,0,1,0,...).

Zabyvejme se nyni hodnotou f¢ pro dvojici strategii (2°,y*). Vzhledem ke tvaru z°

je zejmé
o) i—1 00
a0y = yrsign(i— ) =Y ui— >y,
j=1 j=1 j=it+1
a protoZe 23;11 y; > 0.5, je f*(z°,y%) > 0.
Protoze je (z*,y*) NE, plati jists 0 < f5(z%, y*) < f*(2*,y*). Nyni mame nékolik
moznosti, jak pokracovat:

e vidime-li, ze H® je symetrickd hra, dochézime okamzité ke sporu, protoze
@, y") =0>0,
e nevidime-li, ze H® je symetricka hra, mizeme pouzit vétu 4 ze sekce 5, ktera

se k symetri¢nosti H® vyjadiuje, a pokracovat pfedchozim bodem,

e nebo se nemusime symetri¢nosti H® zabyvat viibec a muzeme analogicky zkon-
struovat téz odhad f®(z*,y*) < 0, &mZ dojdeme ke sporu. O

4 Modifikovana hra o nejvétsi cislo

Modifikujme hru H vyse tak, ze fi(z,y) = ngis(x, y), kde funkce ngis je modifikovana
funkce signum:
—1, pokud x > 3y
1, pokud y <z < 3y

ngis(z,y) = 0, pokudy==x
—1, pokud x <y <3z
1, pokudy > 3z

Modifikace tedy spociva v tom, Ze hrac¢ prohrava, pokud je jeho ¢islo vétsi nebo
rovno trojnasobku soupefova &isla.

Ziejme, takto modifikovana hra H nema NE (v ryzich strategiich), nebot pro
kazdou dvojici strategii (z*,y*) € N x N lze najit 2" nebo 3° takové, Ze se vysledek
hry zmeéni. Argumentace je totozna jako v dukazu véty 2.

Dopliime pro formu ¢ast vyplatni matice modifikované hry H:

ndex i je tedy prvni index takovy, Ze soudet prvnich (i — 1) prvka smiSené strategie druhého
hrace je vétsi nez 0.5. Takovy index jisté existuje; pokud by neexistoval, nemohla by posloupnost
Castecnych soucti fady Y y; konvergovat k 1.



/1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
t1fo -1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2/1 0 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1
3]t 10 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1
4.1 1 1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1
5(-1t 11 1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
6(-1 -1 1 1 1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1
7|1 -1 1 1 1 1 0 -1 -1 -1 -1 -1
g8{-1 -1 1 1 1 1 1 0 -1 -1 -1 -1
9(-1 -1 -1 1 1 1 1 1 0 -1 -1 -1

(-1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 0 -1 -1
mf-r -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 0 -
21 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 0

A

NE ve smiSeném rozsifeni modifikované hry H. Naleznéte vSechna NE ve
smiSeném rozsifeni modifikované hry H. Pokud budete pti hledani NE hru prevadét
na kone¢nou hru, zdivodnéte, pro¢ je prevod mozny, resp. vysvétlete, ze z ekvilibrii
oné kone¢né hry muzete dostat vSechna ekvilibria modifikované hry H.

5 Priloha

Véta 4. Hra H? ze sekce 3 je symetrickd.

Diikaz. Z¥ejmé, prostory strategii hraci jsou totozné. Zbyva ukazat, Ze f°(z,y) =
—f*(y, z) pro v8echna z,y € S, tj. Ze pro vSechna z,y € S plati

ZZM/J sign(i — j) ZZW; sign(i — j). (1)
i=1 j=1 =1 j=1

Ozna¢me L a P sumace na levé a pravé strané rovnice (1). Necht sy, je sCitanec v L
proi =k a j = £. Necht tyy je s¢itanec v P proi = £ a j = k. Ukazme, Ze Spg = —tgs:

ske = Tpyesign(k — £) = —xpyesign(f — k) = —tpe.

Ziejmé tedy L = —P, coz mélo byt dokizano. O



