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A Instrukce k odevzdáńı úkol̊u

Odevzdáńı.
• Úkoly lze odevzdat třikrát během semestru. V InSIS jsou za t́ımto účelem
vytvořeny tři odevzdávárny.

• Termı́ny odevzdáńı jsou stanovené daty uzavřeńı odevzdáváren.
• Do každé odevzdávárny lze odevzdat libovolný počet úloh v libovolném pořad́ı.
• Každou úlohu lze odevzdat pouze jednou, nebude-li řešeńı emailem nebo osobně
vráceno k doplněńı nebo přepracováńı.

Forma.
• Úlohy odevzdávejte v PDF v podobě, která umožńı sledováńı postupu řešeńı.
Za předpokladu čitelnosti může být odevzdán i naskenovaný nebo vyfocený
dokument. Maximálńı velikost stránky je PDF je A4.

• Daľśı formáty (XLS, R skript, Python) jsou pouze podp̊urné a muśı být oko-
mentovány v PDF verzi.

Obsah a zpracováńı.
• Součást́ı odevzdaných úkol̊u muśı být i komentář, zejména by mělo být patrné,
jak bylo řešeńı dosaženo, proč byly provedeny kroky, které byly provedeny,
apod. K tomu je nejvhodněǰśı formou ucelený text, př́ıpadně doplněný o daľśı
materiály.

• Při zpracováńı úkol̊u můžete spolupracovat, at’ již s kolegy, se mnou, s jazy-
kovými modely. Výsledný text nicméně muśı být Váš. Zejména bych nerad
trávil čas čteńım a komentováńım text̊u generovaných AI. Nejste-li si jisti,
zeptejte se.

Bodováńı. Některé úlohy považuji za jednodušš́ı než jiné. Celkový počet bod̊u za
úlohy, které považuji za jednodušš́ı, převyšuje 50. Jednodušš́ı úlohy jsou označeny
srd́ıčkem . Ostatńı úlohy vyžaduj́ı nějaký nápad a budu u nich požadovat pre-
cizněǰśı řešeńı.

Personalizace zadáńı. Žádá-li zadáńı úkolu, abyste si jej personalizovali podle
data narozeńı, lze použ́ıt vlastńı datum narozeńı nebo datum zvolit náhodně samplováńım
z rozumné distribuce. Př́ıklad rozumné distribuce: nezávislá na distribućıch ostatńıch
student̊u, pokrývá několik let okolo skutečného data narozeńı. Máte-li pochybnosti
o tom, zda je Vaše distribuce rozumná, nejsṕı̌s rozumná neńı.
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B Hry z úvodńıho cvičeńı

Zmrzlináři

Úloha B.1: Zmrzlináři s konstantńı poptávkou. [max. 5 bod̊u]
Vizte slidy z prvńıho cvičeńı, konkrétně prvńı odrážku na slide 16.

Př́ıpad tř́ı zmrzlinář̊u s konstantńı poptávkou jsme řešili na cvičeńı – tam ekvi-
librium neexistovalo. Existuje ekvilibrium, pokud zmrzlináři budou 4? Jak je to v
př́ıpadě 5 zmrzlinář̊u? A co když je zmrzlinář̊u 6, nebo obecněji, n? A je ekvilibrium
unikátńı, nebo jich existuje v́ıce?

Jakákoli odpověd’ muśı být řádně zd̊uvodněna. Plný počet bod̊u lze źıskat za
charakterizaci ekvilibríı ve všech př́ıpadech.

Úloha B.2: Zmrzlináři s lineárně klesaj́ıćı poptávkou jako hra v normálńım
tvaru. [4 body ]
Pod́ıvejme se tentokrát na druhou odrážku ze slide 16 z prvńıho cvičeńı (odkaz výše).

Zformulujte př́ıpad s lineárně klesaj́ıćı poptávkou jako hru v normálńım tvaru, tj.
navrhněte prostory strategíı X1, X2 a výplatńı funkce f1(x1, x2) a f2(x1, x2) tak, aby
trojice ((1, 2), (X1, X2), (f1, f2)) popisovala zadanou situaci. Na a se d́ıvejme jako na
parametr z intervalu (0, 1], tj. výplatńı funkce formulujte jako funkce proměnných
x1, x2 a parametru a. Snažte se o co nejjednodušš́ı a nejv́ıce explicitńı tvar funkćı.
Speciálně, vyvarujte se použit́ı integrálu ve výsledné definici výplatńıch funkćı.

Úloha B.3: Zmrzlináři s lineárně klesaj́ıćı poptávkou: NE. [2 až 6 bod̊u]
Pro hru v normálńım tvaru z úlohy B.2 nalezněte Nashovo ekvilibrium, je-li a = 2.

Chcete-li všech 6 bod̊u, ekvilibrium odvod’te parametricky pro všechna a ∈ (0, 3].

Úloha B.4: Zmrzlináři s konstantńı poptávkou okolo jezera. [4 body]
Uvažujte situaci podobnou té v úloze B.1, s t́ım rozd́ılem, že pláž je uzavřená křivka
délky 1, např́ıklad kružnice. Vzdálenosti měřte na křivce (tj. po obvodu kružnice).
(Rozd́ıl je tedy pouze v topologii pláže: pláž nyńı nemá konce.)

Jak bude vypadat množina ekvilibríı pro 2 hráče? A jak pro 3 hráče?

2/3 pr̊uměru

Úloha B.5: Hra 2/3 pr̊uměru s celoč́ıselnými strategiemi. [3 body]
Vizte opět slidy z prvńıho cvičeńı, nyńı slide 15.

Nalezněte všechna ekvilibria ve hře 2/3 pr̊uměru modifikované tak, že č́ısla zvo-
lená hráči z intervalu [0, 100] mohou být pouze celá. Jistě, strategický profil (0, . . . , 0)
je ekvilibriem i v tomto př́ıpadě: zmenšili-li jsme prostory strategíı odebráńım ne-
celoč́ıselných možnost́ı, strategie 0 z̊ustane pro každého hráče nejlepš́ı volbou (pokud
všichni ostatńı hraj́ı též 0).

Nicméně po zmenšeńı prostor̊u strategíı mohou nějaká ekvilibria přibýt. Přibudou?
Záviśı to nějak na počtu hráč̊u? Jak? Zd̊uvodněte.
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C Hry s konstantńım součtem

Maticové hry

V sekci se podobně jako na cvičeńı použ́ıvá konvence, že matice popisuje výplaty
hráče voĺıćıho mezi řádky.

Mějme matici

A =

 R− 50 3M − 3 15
2M − 6 22 D + 6

−12 D − 8 R/2

 ,

jej́ıž prvky záviśı na parametrech R,M,D.

Úloha C.1: Ekvilibrium ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı. [3 body ]
Personalizujte si matici A podle data narozeńı. Za R dosad’te rok narozeńı zmenšený
o 1900, za M pořadové č́ıslo měśıce v roce, za D pořadové č́ıslo dne v měśıci.

Nalezněte Nashovo ekvilibrium ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı. Uved’te, jaké výplaty maj́ı
hráči, chovaj́ı-li se podle daného ekvilibria.

Úloha C.2: Vytvořeńı hry s v́ıce ekvilibrii. [2 nebo 4 body]
Nastavte R, D a M v matici A tak, aby hra s matićı A měla v́ıce ekvilibríı ve
smı́̌seném rozš́ı̌reńı. Vytvořeńı hry s dvoj́ıćı stejných řádk̊u nebo dvojićı stejných
sloupc̊u neńı povoleno.

Uved’te konkrétně alespoň dvě ekvilibria Vámi vytvořené hry.
Chcete-li všechny 4 body, vyrobte hru, ve které budou strategie obou hráč̊u ve

dvou ekvilibríıch odlǐsné, tj. ekvilibria budou strategické profily (x1, y1) a (x2, y2)
takové, že x1 ̸= x2 a y1 ̸= y2.

Úloha C.3: Různá ekvilibria v ryźıch strategíıch [4 body]
Rozhodněte, zda v maticové hře mohou existovat dvě ekvilibria (k1, ℓ1) a (k2, ℓ2)
taková, že f1(k1, ℓ1) ̸= f1(k2, ℓ2). Nemohou-li existovat, dokažte. Mohou-li existovat,
uved’te př́ıklad takové hry.

Úloha C.4: Různá ekvilibria ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı [3 body]
Rozhodněte otázku v úloze C.3 pro smı́̌seném rozš́ı̌reńı.

Úloha C.5: Nalezeńı všech NE ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı [8 bod̊u]
Uvažujte hru s matićı

B =


1 2 3 4
2 1 3 4
3 4 2 1
4 3 2 1

 .
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Popǐste explicitně množinu všech ekvilibríı ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı maticové hry s ma-
tićı B. Nejste-li si jist́ı, zda je Váš popis dostatečně explicitńı, ozvěte se. Nezbytnou
součást́ı řešeńı muśı být podrobný postup, jak byl popis źıskán.

Hra o nejvyšš́ı č́ıslo

Úloha C.6: NE pro modifikovanou hru o nejvyšš́ı č́ıslo. [max. 4 body]
Vizte text́ık o hře o nejvyšš́ı č́ıslo a o symetrických hrách, konkrétně posledńı odsta-
vec sekce 1 a sekci 4.

Uvažujte modifikovanou hru o nejvyšš́ı č́ıslo. Rozhodněte, zda má hra Nashovo
ekvilibrium ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı. Pokud ne, zd̊uvodněte, pokud ano, nalezněte
alespoň 1 ekvilibrium. Plný počet bod̊u lze źıskat za nalezeńı všech ekvilibríı a
zd̊uvodněńı, že jich neńı v́ıce.

Hra o dělitelné zakázky

Úloha C.7: NE ve hře o dělitelné zakázky. [7 bod̊u]
Vizte slidy o hrách s konstatńım součtem, konkrétně slide 19 (posledńı).

Dokažte, že hra o dělitelné zakázky má ekvilibrium


a s1
s

a s2
s
...

a sℓ
s

 ,


b s1s
b s2s
...

b sℓs


 ,

kde s =
∑ℓ

i=1 si je celková hodnota všech zakázek (tj. hráči své disponibilńı prostředky
mezi zakázky rozděĺı v poměru velikost́ı zákázek).

K řešeńı úlohy se může hodit využ́ıt tzv. KKT podmı́nky. Pro každého z hráč̊u
je nutné dokázat, že sv̊uj zisk maximalizuje pro př́ıslušnou zvolenou strategii, je-li
strategie druhého z hráč̊u konstantńı.
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D Bimaticové hry

Bimaticová hra při nekooperaci

Už́ıvejme konvenci, že je-li bimaticová hra reprezentovaná dvojićı matic, odpov́ıdá
prvńı z matic výplatám hráče, který vyb́ırá řádkové strategie.

Uvažujte následuj́ıćı hru: Dvě firmy bojuj́ı o zakázky v hodnotách Z1, Z2 a Z3.
Hodnoty zakázek personalizujte podle data narozeńı:

• Z1 = 60 +R, kde za R dosad’te rok narozeńı zmenšený o 1900.
• Z2 = 40 + 2M , kde za M dosad’te pořadové č́ıslo měśıce narozeńı v roce,
• Z3 = 40 +D, kde za D dosad’te den narozeńı v měśıci.
O zakázky se bojuje lobováńım: každá firma přǐrad́ı každé zakázce objem peněžńıch

jednotek, kterými za źıskáńı dané zakázky lobuje. Firma 1 má na lobováńı dvě
peněžńı jednotky, firma 2 pouze jednu jednotku. Lobovat je možné pouze v celých
penežńıch jednotkách. Firmy do lobováńı alokuji veškeré prostředky, které maj́ı k dis-
pozici.

Firma zakázku źıská tehdy, kdy pro ni lobuje alespoň jednou peněžńı jednotkou
a zároveň pro ni lobuje v́ıce jednotkami než konkurence. Pokud pro některou zakázku
lobuj́ı obě firmy stejným nenulovým počtem peněžńıch jednotek, źıská každá firma
polovinu objemu dané zakázky.

Ćılem obou firem je maximalizovat objem zakázek.

Úloha D.1: Sestaveńı bimaticové hry. [2 body ]
Sestavte na základě výše uvedeného popisu dvojici matic popisuj́ıćı výplaty ve
zmı́něné hře. Rozhodněte, zda má hra ekvilibrium. Pokud ano, uved’te, jaká všechna
ekvilibria jsou, a jaké výplat́ı funkce jim př́ısluš́ı. Pokud ne, zd̊uvodněte, na základě
čeho jste vyvodili, že hra ekvilibrium nemá.

Úloha D.2: Nalezeńı ekvilibria ve smı́̌seném rozš́ı̌reńı. [3 body ]
Uvažujte smı́̌sené rozš́ı̌reńı hry. Najděte alespoň jedno ekvilibrium pomoćı bilineárńıho
programu ze cvičeńı.

Uved’te postup. Výsledky interpretujte. Zejména uved’te, jaký konkrétńı strate-
gický profil (dvojice pravděpodobnostńıch rozděleńı) je ekvilibriem. Uved’te také,
jaké budou výplaty pro Vámi spočtené ekvilibrium.

Úloha D.3: Ekvilibria jako návod k jednáńı [5 bod̊u]
Použijte některý z dostupných nástroj̊u pro nalezeńı všech ekvilibríı ve smı́̌seném
rozš́ı̌reńı bimaticové hry (např. online solver https://cgi.csc.liv.ac.uk/~rahul/
bimatrix_solver/).

Uved’te všechna ekvilibria, která hra odvozená od Vašich hodnot zakázek má.
Poskytuje koncept Nashova ekvilibria návod k jednáńı hráč̊u ve smı́̌seném rozš́ıřeńı
hry? Zd̊uvodněte.
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Dále:
1. pokud koncept Nashova ekvilibria neposkytoval pro Vaši hru návod k jednáńı,

najděte takové hodnoty Z1, Z2, Z3, aby koncept Nashova ekvilibria návod k jednáńı
poskytoval. Svou volbu zd̊uvodněte a popǐste postup, jak jste se k hodnotám
dostali, nebo

2. pokud koncept Nashova ekvilibria pro Vaši hru návod k jednáńı poskytoval,
navrhněte takové hodnoty Z1, Z2, Z3, aby ve hře ekvilibríı bylo v́ıce a žádné
z nich nedominovalo všechna ostatńı. I v tomto př́ıpadě uved’te, jak jste po-
stupovali a proč.

Pro připomenut́ı, existuje-li ve hře v́ıce ekvilibríı, z nichž žádné nepřináš́ı jednot-
livým hráč̊um alespoň takovou výplatu, jako ostatńı ekvilibria, nelze žádné z těchto
ekvilibríı označit za návod k jednáńı. Speciálně, dominuje-li jedno z ekvilibríı všechna
ostatńı ekvilibria, je návodem k jednáńı.
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Kooperace v bimaticové hře

Úloha D.4: Výpočet charakteristické funkce [3 body ]
Předpokládejte, že hráči za žádných okolnost́ı nebudou hrát dominované strategie.
Strategie, které nejsou dominované a se kterými budete pracovat, označte.

Předpokládejte, že je v bimaticové hře z úlohy D.1 povolená kooperace. Spočtěte
hodnoty charakteristické funkce vyjadřuj́ıćı výplaty jednotlivých koalic, které mohou
vzniknout. Za účelem výpočtu výplaty koalic vyslovte vhodné předpoklady o chováńı
hráč̊u, kteř́ı nejsou členy koalice: konkrétně, charakteristickou funkci spoč́ıtejte ale-
spoň ve dvou variantách (viz slidy), jedna z nich však muśı být minimaxová charak-
teristická funkce.

Úloha D.5: Kooperace s přenosnou výhrou [2 body ]
Uvažujte nyńı, že hráči bimaticovou hru z úlohy D.1 hraj́ı kooperativně s přenosnou
výhrou a že výplaty jednotlivých koalic jde zachytit pomoćı minimaxové charakte-
ristické funkce spočtené v úloze D.4.

1. Popǐste, jak vypadá jádro hry (tj. množina rozděleńı, která jsou racionálńı pro
všechny koalice) a zda je pro hráče výhodné kooperovat.

2. Pokud je pro hráče kooperace výhodná, navrhněte nějaké vhodné děleńı celkové
výhry, které považujete za spravedlivé. Lze použ́ıt i některý ze zp̊usob̊u ve
slidech. Svou volbu zd̊uvodněte.

Úloha D.6: Vlastnosti děleńı výher navržených ve slidech [2×4 body]
Uvažujte zcela obecnou kooperativńı hru dvou hráč̊u ve tvaru charakteristické funkce
popsanou čtveřićı výplat v({1, 2}), v({1}), v({2}), v(∅) := 0.

Na slidu 16 ve slidech jsou navržena děleńı výhry v poměru hodnot charakteris-
tických funkćı (odrážka 2) a děleńı výhry v poměru př́ınos̊u (odrážka 3). Charakte-
rizujte co nejlépe, pro jaké hodnoty v{1,2}, v{1}, v{2} patř́ı takto navržená děleńı do
jádra hry.

Charakterizace muśı být, podobně jako řešeńı všech ostatńıch úloh, obhájená.

Úloha D.7: Kooperace s nepřenosnou výhrou. [4 bod̊u ]
Uvažujte opět bimaticovou hru z úlohy D.1 a minimaxovou charakteristickou funkci
spočtenou v úloze D.4. Předpokládejte nyńı, že výhra hráč̊u neńı přenosná.

• Určete množinu nedominovaných dosažitelných dvojic výplat, dále značenou
Dn.

• V př́ıpadě, že |Dn| > 1, tj. že nedominovaných dosažitelných dvojic výplat
bude v́ıce, zvolte nějaký zp̊usob, jak z nich vybrat děleńı, které bude v nějakém
smyslu spravedlivé (inspirace viz slidy o bimaticových hrách, můžete pochopi-
telně použ́ıt i některý ze zp̊usob̊u př́ımo na slidech uvedený).
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E Oligopol

Zadáńı si personalizujte pomoćı data narozeńı (nemuśı být nutně Vaše vlastńı; lze jej
zvolit náhodně). Konkrétně, označme D pořadové č́ıslo dne v měśıci a M pořadové
č́ıslo měśıce v roce.

Mějme hruH = {{1, 2, 3}, {R,R,R}, {f1, f2, f3}}, kde fi(x1, x2, x3) = xic(x1, x2, x3)−
(ni + vixi) pro i = 1, 2, 3 a c(x1, x2, x3) = 6− (0.47+ D

300 )(x1 + x2 + x3). Parametry
v, n pro jednotlivé hráče udává následuj́ıćı tabulka.

i ni vi ki

1 3 0.5 + M
20 6

2 2 0.9 2.8 + D
300

3 1 2.7 2

Hru lze interpretovat následovně: hráči jsou oligopolisté, kteř́ı vyráběj́ı jistou
komoditu, přičemž se pro jednoduchost předpokládá, že hráči mohou vyrábět jakékoli
množstv́ı (potenciálně i záporné). Hráč i má fixńı náklady ni, variabilńı náklady vi;
funkce fi je jeho zisková funkce, skládaj́ıćı se z výnos̊u z prodeje a náklad̊u. Funkce
c je cena, závisej́ıćı na celkovém vyrobeném množstv́ı.

Úloha E.1: Cournot̊uv oligopol [5 bod̊u ]
Předpokládejte, že hráči nespolupracuj́ı a svá výrobńı množstv́ı voĺı současně. Na-
lezněte Nashovo ekvilibrium, tj. výrobńı množstv́ı oligopolist̊u taková, aby žádné
z oligopolist̊u neměl motivaci své výrobńı množstv́ı změnit. Uved’te též hodnoty
výplatńıch funkćı jednotlivých oligopolist̊u a cenu komodity, která se na trhu dle
cenové funkce utvoř́ı.

Úloha E.2: Srovnáńı Stackelbergových duopol̊u [dohromady 8 bod̊u ]
Předpokládejte, že se hry účastńı pouze dva ze tř́ı hráč̊u. Jsou tři možnosti, jak
vybrat dvojici hráč̊u z dostupné trojice. Pro každou dvojici hráč̊u, řekněme hráče i
a j, lze uvažovat dvě situace: hráč i je v̊udce, hráč j je následńık; nebo naopak, hráč
j je v̊udce a hráč i je následńık. Stackelberg̊uv oligopol funguje tak, že nejprve své
množstv́ı zvoĺı v̊udce, až poté následńık; tj. následńık již pracuje s informaćı, jaké
množstv́ı v̊udce vyráb́ı. Množstv́ı ki pro jednotlivé hráče ignorujte.

Úkol. Úkol je následuj́ıćı. Uvažujte ekvilibrium pro každou ze 6 výše zmı́něných
konfiguraćı v̊udce–následńık. Ke každé konfiguraci uved’te cenu komodity, která se
pro výrobńı množstv́ı odpov́ıdaj́ıćı ekvlibriu na trhu utvoř́ı. Pro kterou z konfigu-
raćı je cena na trhu pro spotřebitele nejvýhodněǰśı? Zd̊uvodněte, co čińı dotčenou
konfiguraci speciálńı, tj. proč je právě dotčená konfigurace nejvýhodněǰśı.

Úlohu lze řešit bud’ hrubou silou, tj. vypoč́ıtat všech 6 ekvliibríı a pro každé
spoč́ıtat cenu, nebo lze využ́ıt toho, že pozice hráč̊u je ve hře podobná v tom smyslu,
že jejich ziskové funkce se lǐśı jen variabilńımi a fixńımi náklady, a odvodit vlastnosti
ekvilibríı a ceny v závislosti na nákladech.
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Úloha E.3: Cournot̊uv oligopol s v́ıce než jedńım NE [6 bod̊u]
Během semestru jsme vždy pracovali s takovým nastaveńım výplatńıch funkćı oligo-
polist̊u v Cournotově oligopolu, že v př́ıslušné hře bylo vždy jedinečné ekvilibrium.

Uvažujte oligopol se dvěma oligopolisty. Předpokládejte, že prostory strategíı
oligopolist̊u jsou [0, ki] a že výplatńı funkce jsou fi(x1, x2) = xic(x1, x2) − Ni(xi).
Navrhněte k1, k2 a funkce c(x1, x2), N1(x1) a N2(x2) tak, aby ve hře existovalo v́ıce
Nashových ekvilibríı. K volbě funkćı i kapacit oligopolist̊u vymyslete ekonomickou
interpretaci, ve které navržené funkce budou dávat smysl. Ekonomická interpretace
může být jakkoli okrajová nebo jakkoli nepravděpodobná, ale muśı být konzistentńı.

Ekvilibria ve Vámi navržené hře vypǐste a spočtěte hodnoty výplatńıch funkćı.
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F Hry v rozvinutém tvaru

Úloha F.1: Test [5 bod̊u ]
Situace. Student ṕı̌se test. Protože neńı dobře připraven, řeš́ı otázku, zda opisovat,
či nikoli.

Pokud student opisovat bude, může nastat následuj́ıćı:
• Dozor studenta odhaĺı a potrestá; to nastane s pravděpodobnost́ı 2/5.
• Dozor opisováńı v̊ubec nezaregistruje; to nastane s pravděpodobnost́ı 1/10.
• Dozor pojme podezřeńı, že student opisuje, a zaměř́ı naň svou pozornost; to
nastane v ostatńıch př́ıpadech.

V př́ıpadě podezřeńı na opisováńı má dozor dvě možnosti: bud’ studenta napo-
mene, nebo ho bude pouze sledovat a vyśılat k němu významné pohledy; student
tedy vždy v́ı, že dozor podezřeńı pojal.

Student má v př́ıpadě, že je podezřelý, dvě možnosti: bud’ bude pokračovat v
opisováńı, nebo s opisováńım přestane a bude lovit poznatky z paměti. Pokračuje-li
v opisováńı, bude odhalen a potrestán s pravděpodobnost́ı 0,65, s pravděpodobnost́ı
0,35 si dozor ničeho daľśıho nevšimne.
Hodnoty užitku a daľśı předpoklady. Student i dozor jsou racionálńı a znaĺı teorie
her. Ćılem každého z nich je maximalizovat středńı hodnotu svého užitku. Hodnoty
užitku se stanov́ı podle následuj́ıćıch pravidel:

• Pokud je student odhalen a potrestán za opisováńı, má nezávisle na ostatńıch
okolnostech užitek 0.

• Pokud student neopisuje nebo neńı odhalen, je jeho užitek součtem počtu bod̊u,
které źıská za test, a př́ıpadných modifikaćı.

• Neopisuje-li student v̊ubec, źıská za test 6 bod̊u.
• Student, který oṕı̌se celý test, za něj źıská 15 bod̊u.
• Pokud student oṕı̌se část testu a poté, co dozor pojme podezřeńı, opisovat
přestane, źıská za test 8 bod̊u.

• Pokud je student dozorem veřejně napomı́nán, ćıt́ı se hloupě a hodnota jeho
užitku se sńıž́ı o 5.

• Základńı užitek dozoru je 10.
• Pokud dozor potrestá studenta bez napomenut́ı, vyvolá to negativńı ohlas u
student̊u, kteř́ı začnou mı́t pochybnosti, zda byla akce nutná, a dozor proto
źıská užitek 5, nezávisle na ostatńıch okolnostech.

• Pokud dozor pojme podezřeńı, má ze své činnosti špatný pocit a hodnota jeho
užitku se sńıž́ı o 2.

• Pokud dozor napomı́ná studenta, ćıt́ı se podobně nepř́ıjemně jako on, protože
sděluje pouze podezřeńı a potenciálně napomı́ná poctivého, a jeho užitek se
sńıž́ı o (daľśı) 3.

• Pokud dozor potrestá studenta po napomenut́ı, zbav́ı se pochybnost́ı i špatného
pocitu a jeho užitek bude 10, nezávisle na ostatńıch okolnostech.

Zjistěte, jak se budou aktéři děńı chovat, a jak by se chovali v jednotlivých d́ılč́ıch
situaćıch, do kterých by se hra mohla dostat. Jaké budou středńı hodnoty užitku
pro jednotlivé strategie?
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Úloha F.2: Počet stav̊u v pǐskvorkách 3×3. [3×3 body]
Spoč́ıtejte, kolik r̊uzných stav̊u může nastat ve hře na slidu 4 ve slidech o hrách v
rozvinutém tvaru. V následuj́ıćıch úlohách předpokládejte, že se hra nacháźı
ve stavu, kdy je hraćı pole zcela prázdné, tj. stav hry zobrazený na slidu
ignorujte. V návaznosti na diskuzi na cvičeńı rozlǐsujte následuj́ıćı pojet́ı stavu hry.

• Stav hry je charakterizován posloupnost́ı odehraných tah̊u, každý tah znamená
umı́stěńı kř́ıžku nebo kolečka na konkrétńı pozici na plán. Počet stav̊u hry
je počet vrchol̊u úplného stromu hry bez redukćı za symetrie nebo shodné
konfigurace kř́ıžk̊u a koleček.

• Stav hry je charakterizován pozićı značek na hraćım plánu bez zohledněńı sy-
metríı pozic. Počet stav̊u hry je tak počet možných konfiguraćı kř́ıžk̊u a koleček
bez redukćı za symetrie.

• Stav hry je charakterizován pozićı značek na hraćım plánu se zohledněńım
symetríı a rotaćı hraćıho plánu. Počet stav̊u hry je tak počet konfiguraćı kř́ıžk̊u
a koleček, které nab́ıźı rozd́ılné možnosti z pohledu možného výsledku hry.

Za těsnou horńı mez pro každé z pojet́ı výše lze źıskat 3 body. Za méně těsné meze
lze źıskat méně bod̊u. Za triviálńı horńı meze žádné body nebudou.

Úloha F.3: Počet stav̊u ve hře Otrávená čokoláda. [4 body ]
Dokažte, že hra Otrávená čokoláda (slide 7 slid̊u o hrách v rozvinutém tvaru) se
může dostat do počtu stav̊u exponenciálńıho v menš́ım z rozměr̊u čokolády.

K tomu stač́ı ukázat, že takové stavy lze zkonstruovat. Zamyslete se nad t́ım, jak
stavy vhodně kódovat, aby byla konstrukce snadná.

Úloha F.4: Piráti [max. 7 bod̊u]
Na prvńım cvičeńı jsme se bavili o hře Piráti (viz slide 6 úvodńıch slid̊u). Zjistili
jsme, že v př́ıpadě, kdy je ve hře n = 5 pirát̊u, kteř́ı si maj́ı rozdělit m = 100 minćı,
má být nab́ıdka prvńıho piráta na děleńı výhry (97, 0, 1, 2, 0).

Zde se zamyslete nad př́ıpady, kdy jsou hodnoty m a n nějak speciálńı, např́ıklad
že jsou v nepřirozeném vztahu. Jak např́ıklad bude vypadat nab́ıdka, kterou má
prvńı pirát vznést, je-li m = 0? Budou ji piráti ochotni odhlasovat? Bude jej́ı přijet́ı
ze strany pirát̊u nějak záviset na n?

A jak bude situace vypadat pro jednotlivé kombinace m a n? Speciálńı pozor-
nost si zaslouž́ı př́ıpady, kdy m < n. Popǐste obecně, jak vypadá nejlepš́ı nab́ıdka
nejstarš́ıho piráta pro jednotlivé kombinace n a m. Zd̊uvodněte, proč je nab́ıdka
nejlepš́ı, př́ıpadně proč pro danou kombinaci n a m žádná odhlasovatelná nab́ıdka
neexistuje.

Úloha F.5: Pistolńıci [4 body ]
Uvažujte hru Pistolńıci (viz slide 8 slid̊u o hrách v rozvinutém tvaru). Předpokládejte,
že kromě ćıle

”
maximalizuj pravděpodobnost, že ve hře z̊ustaneš posledńı“ maj́ı pis-

tolńıci ještě ćıl
”
ukonči hru co nejdř́ıve“. Druhý ćıl se použije pouze v př́ıpadě, že

varianty jsou podle prvńıho ćıle stejně dobré.
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Na konci slide jsou vysloveny zjednodušuj́ıćı pravidla:
1. Pokud jsou naživu už jen dva pistolńıci, do vzduchu se nestř́ıĺı.
2. Pistolńık 2 stř́ıĺı nejraději na pistolńıka 3.
3. Pistolńık 3 stř́ıĺı nejraději na pistolńıka 2.

Dokažte, že chováńı dle těchto pravidel je pro pistolńıky racionálńı.
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G Hlasovaćı hry

Úloha G.1: Výpočet index̊u śıly. [5 bod̊u ]
Uvažujme hlasovaćı hru, které se účastńı 5 politických stran. Jednotlivé politické
strany disponuj́ı počty hlas̊u a1, a2, a3, 46 a 75. Uvažujte hlasovaćı pravidlo α. Počty
hlas̊u si personalizujte podle data narozeńı, přičemž

• a1 = R+ 15, kde za R dosad’te posledńı dvojč́ısĺı roku narozeńı,
• a2 = 20 + 6M , kde za M dosad’te pořadové č́ıslo měśıce narozeńı v roce,
• a3 = 3D, kde za D dosad’te den narozeńı v měśıci, a
• α = 0, 48 +D/300, kde za D dosad’te opět den narozeńı v měśıci.
Spoč́ıtejte pro jednotlivé strany hodnoty Shapley-Shubikova indexu śıly a Ban-

zhafova indexu śıly.

Úloha G.2: Indexy śıly v závislosti na hlasovaćım pravidle. [7 bod̊u]
Uvažuje hlasovaćı hru se 6 hráči a počty hlas̊u 82, 64, 83, 42, 57, 77. Dokažte, že pro
všechna iracionálńı hlasovaćı pravidla α plat́ı, že vektor Banzhafových index̊u śıly
pro hlasovaćı pravidla α i 1− α je stejný.

Obecněji, rozhodněte, co muśı splňovat počty hlas̊u a hlasovaćı pravidlo α v hla-
sovaćı hře, aby vektor Banzhafových index̊u śıly pro hlasovaćı pravidlo α byl shodný
jako vektor pro hlasovaćı pravidlo 1− α.
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H Bayesovská hra

Personalizace. Následuj́ıćı zadáńı si personalizujte pomoćı následuj́ıćıch hodnot
• p1 = R/201, kde za R dosad’te rok narozeńı zmenšený o 1900,
• p2 = 1−R/201, kde R je určeno stejně jako v předešlém bodě,
• v1 = 1 +D/40, kde za D dosad’te den narozeńı v měśıci.
• v2 = 1 +M/15, kde za M dosad’te pořadové č́ıslo měśıce v roce.

Použité datum narozeńı může být vaše vlastńı nebo Vámi náhodně zvolené, s jednou
výjimkou: rok narozeńı můžete v této úloze nastavit dle vlastńı volby.

Situace Uvažujme hru dvou hráč̊u s neúplnou informaćı s následuj́ıćımi parametry.
Každý z hráč̊u voĺı jednu ze dvou strategíı. Každý z hráč̊u může být jednoho ze dvou
typ̊u. Pravděpodobnost, že hráč 1 bude typu 1, je p1. Pravděpodobnost, že hráč 2
bude typu 1, je p2.

Výplaty každého z hráč̊u jsou soukromé, tj. nezáviśı na typu protihráče. Výplatńı
matice hráče 1 v závislosti na jeho typu označme A1, A2. Výplatńı matice hráče 2
v závislosti na jeho typu označme B1, B2. Strategie hráče 1 odpov́ıdaj́ı řádk̊um,
strategie hráče 2 sloupc̊um. Výplatńı matice jsou následuj́ıćı:

A1 =

(
v1 0
0 1

)
, A2 =

(
0 v2
1 0

)
,

B1 =

(
1 0

v1/2 2

)
, B2 =

(
0 1
2 v2/2

)
.

Úloha H.1: Bayesovská hra dvou hráč̊u. [8 bod̊u ]
Zamyslete se nad t́ım, zda je zadáńı výše úplné. Př́ıpadnou neúplnost zadáńı komen-
tujte. Bude-li se Vám zdát, že zadáńı úplné neńı, můžete-si úkol ulehčit doplněńım
zadáńı dle vlastńı volby. Nalezněte Bayesovo-Nashovo ekvilibrium (v ryźıch stra-
tegíıch) nebo dokažte, že neexistuje.
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I Rozhodováńı při neurčitosti

Zadáńı v této sekci si personalizujte dosazeńım hodnot R,M,D. Ty jsou určeny na
základě data narozeńı:

• za R dosazujte posledńı dvojč́ısĺı roku narozeńı,
• za M dosazujte pořadové č́ıslo měśıce narozeńı v roce, a
• za D dosazujte pořadové č́ıslo dne narozeńı v měśıci.

Použijte bud’ vlastńı datum narozeńı, nebo náhodně vybrané.

Situace. Je dána rozhodovaćı situace za neurčitosti. Rozhodovatel má na výběr z
m variant v1, . . . , vm. Poté, co některou z variant vybere, nastane některý z n stav̊u
světa s1, . . . , sn. V př́ıpadě, že rozhodovatel vybere variantu vi a nastane stav světa
sj , bude rozhodovatel čerpat známý zisk aij . Rozhodovatel nemá žádné informace o
rozděleńı pravděpodobnost́ı nad jednotlivými stavy světa.

Konkretizace zadáńı. Uvažujme nyńı výše nast́ıněnou situaci pro m = n = 5.
Hodnoty aij jsou pro všechny myslitelné kombinace varianty a stavu světa uspořádány
v matici

A =


1 2 5 13 34
21 8 + ⌊M/2⌋ 3 1 0

10 +D 10 0 3 1
6 6 6 6 6
4 8 ⌊R/4⌋ 16 2

 ,

kde ⌊a⌋ je dolńı celá část č́ısla a (tj. č́ıslo a zaokrouhlené na nebližš́ı nižš́ı celé č́ıslo).

Úloha I.1: Standardńı principy [3 body ]
Vyberte nejvhodněǰśı variantu pomoćı každé z náleduj́ıćıch standardńıch metod:

1. Laplace̊uv princip,
2. Wald̊uv princip maximinu,
3. Hurwitz̊uv princip vyváženého optimismu – použijte ukazatel optimismu α =

(M ·D +R)/(12 · 31 + 99) a
4. Savage̊uv princip minimaxu ztráty.

Ke každému principu uvěd’te pro každou variantu hodnoty kritéríı, podle kterých
jste nejvhodněǰśı variantu vyb́ırali.

Úloha I.2: Princip maximálńıho polyedru [5 nebo 8 bod̊u]
Podle principu maximálńıho polyedru je v rozhodovaćı situaci za neurčitosti nej-
vhodněǰśı ta varianta, která má největš́ı očekávanou hodnotu výhry pro nejv́ıce po-
tencionálńıch přǐrazeńı pravděpodobnost́ı p1, . . . , pn jednotlivým stav̊um světa.

Jedno z možných od̊uvodněńı tohoto principu je následuj́ıćı: poté, co rozhodo-
vatel vybere některou z variant (ale předt́ım, než některý ze stav̊u světa skutečně
nastane), dozv́ı se pravděpodobnostńı rozděleńı nad stavy světa. Ve chv́ıli, kdy se tak
stane, je jeho rozhodnut́ı posuzováno vyšš́ı moćı na základě očekávané hodnoty výhry
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(např́ıklad, je-li rozhodovatelem bezradný zaměstnanec, může onou vyšš́ı moćı být

”
vždy vševědoućı“ šéf). Jsou-li všechna rozděleńı pravděpodobnost́ı nad stavy světa
stejně pravděpodobná, maximalizuje princip největš́ıho polyedru pravděpodobnost,
že se bude při výše popsaném posuzováńı podle středńı hodnoty výhry jevit vybraná
varianta jako nejvhodněǰśı.

Vzhledem k tomu, že množina všech potenciálńıch pravděpodobnostńıch rozděleńı
p1, . . . , pn nad stavy světa, tj. {p ∈ Rn |

∑n
i=1 pi = 1, p ≥ 0} je (n−1)-dimenzionálńı

polyedr (vlastně, jde o speciálńı polyedr s pěknými vlastnostmi, tzv. simplex ), je pa-
trně nejvhodněǰśım kritériem pro porovnáváńı variant (n− 1)-dimenzionálńı objem
množiny všech pravděpodobnostńıch rozděleńı, pro které je nejlepš́ı ta která varianta.

Pro variantu ℓ je kriteriálńı hodnota

kℓ = vol({p ∈ Rn |
n∑

j=1

pj = 1, p ≥ 0,

n∑
j=1

pjaℓj ≥
n∑

j=1

pjaij , i = 1, . . . ,m})

Můžete bud’:
1. úlohu řešit jen pro stavy světa s1, s2, s3, tj. uvažovat jen prvńı tři sloupce

matice A. Pak lze řešit na paṕı̌re, ale lze źıskat jen 5 bod̊u.
2. úlohu řešit pro všech 5 stav̊u světa. Budete potřebovat nástroj pro výpočet 4di-

menzionálńıho objemu. Z běžně dostupných matematických prostřed́ı (MatLab,
R, aj.) se dá volat knihovna quickhull. Zde můžete źıskat 10 bod̊u.
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