4FEK421 — cviceni — oligopoly

1 Zadani

1.1 Cournottiv oligopol s kapacitami
Méjme hru v normélnim tvaru ((1,2,3), ([0, k1], [0, k2], [0, k3]), (f1, f2, f3)), kde
fi(x1, w2, 3) = wic(x1, 2, 03) — (N5 + Vi2;)

proi=1,2,3 a ¢(x1,22,23) = 6 — 0.5(x1 + x2 + x3). Hodnoty parametri k,v,n pro
jednotlivé hrace udava nasledujici tabulka:

1 n; (7 k‘,
1 3 05 6
2 2 07 3
3 1 25 2

Pfedpoklddejme, Ze hraci nespolupracuji. Naleznéme Nashovo ekvilibrium (NE).

Interpretace zadani. Hru lze interpretovat nasledovné: hraci jsou oligopolisté,
kteri vyrabéji jistou komoditu. Hra¢ ¢ ma kapacitu vyroby k;, fixni ndklady n; a
variabilni naklady v;. Funkce f; je jeho ziskova funkce, skladajici se z prijmu z prodeje
a néakladl spojenych s vyrobou. Funkce ¢ je cena, kterd se na trhu v zavislosti na
celkovém vyrobeném mnozstvi ustanovi.

1.2 Stackelbergtiv oligopol

Uvazujme hru z predchazejici sekce. Uvazujme, Ze se hraci o svém vyrobnim mnozstvi
nyni nerozhoduji v ten samy moment, ale v rizné momenty. Pozdéji se rozhodujici
hraci jiz znaji vyrobni mnozstvi difve se rozhodujicicih. Rozeberme t¥i pripady lisici
se tim, v jakém poradi se hraci rozhoduji:

1. Jako prvni se rozhoduje hra¢ 3, po ném hra¢ 2. Hrd¢ 1 se hry netcastni (tj.

jeho vyrobni mnozstvi bude 0). (Optikou Stackelbergova oligopolu: hra¢ 3 je
vidce, hra¢ 2 je naslednik.)



2. Jako prvni se rozhoduje hra¢ 3, po ném soucasné hraci 1 a 2. (Hrac 3 je vadce
z pohledu hrac¢a 1 a 2.)

3. Jak prvni se rozhoduje hré¢ 3, po ném hrac 2, nakonec hrac¢ 1. (Hréé¢ 3 je vadee
z pohledu obou hract, hrac¢ 2 je naslednik hrace 3 a vidce pro hrice 1, hrac 1
je naslednik hraca 2 a 3.)

Ptipady 2 a 3 jsou technicky o néco pracnéjsi. Pro jednoduchost je feSme s prostory
strategii R misto [0, k;], tzn. vyrobn{ mnozstvi jednotlivych oligopolisttt nebudou
nijak omezena. Kapacitu uzijme pouze v pripadé 1.

1.3 Srovnani cen

Zamysleme se nad tim, k jakym cendm na trhu vedou jednotliva uspordddni (tj. jaka
bude cenovd funkce pfi optimalnim chovani hract). Co je pro spotiebitele nejvyhod-
néjsi?

2 Postup

2.1 Cournottv oligopol

Idea hledani NE. Nashovo ekvilibrium je trojice vyrobnich mnozstvi, se kterou
budou v8ichni hraéi spokojeni. Zna¢me ekvilibrium (7, 23, «3). Formalné, pro kazdé
i € {1,2,3} musi pro kazdé z; € [0, k;] platit, Ze

fz(l'T,I;,I;) > fl(lqv s 793;{—1"’1:1'31:;‘-&-13 s ,55;)

Pro konkrétni ¢ piislusnd nerovnost 1ika, ze i-ty hra¢ nemiize dosdhnout lepsi vy-
platy, pokud zahraje jiné mnozstvi nez z}. Jednotlivé hodnoty f;(x7,z3, %) musi
byt maximalni v nasledujicim smyslu:

max fl(xlvl';vxz;) = fl(xT7$;7x§)a

z1€[0,k1]
, Dax ]fQ(x’{Jz,x?,) = fi(z7, 25, 23),
2 s 2
T Iél[%)i }f3($T3x37z3) = fl(.TT,Iz,l’;)
3 3

Kazda z rovnosti, feknéme i-t, tedy predepisuje hodnotu maxima funkce jedné
proménné z na prostoru strategii i-tého hrace. Vyhovujici (z7,x3,25) lze proto
ziskat FeSenim soustavy (1), coz je vlastné analogie definici ekvilibria pomoci best-

response funkci.

* (T) * * * *
x] = argmaxfi(xy, x5, 23) = g1(x5, 25),

21 €[0,k1]

1‘; = argmaxfg(xf,xg,x@ = 92($T7x§)’ (1)
z2€[0,k2]

xy = arg max fs(a], x5, x3) = gs(x], z3),
x3€[0,k3]



Poznamenejme, Ze pouziti prvni rovnosti (oznacend symbolem (1)) je nekorektni:
arg max i best-response funkce vraci mnozinu. Spravné by bylo pouzit relaci €. Pro-
toze ale v nasem pripadé budou tyto mnoziny vzdy jednoprvkové, budeme s nimi
pro jednoduchost v tomto textu zachazet jako s prvkem.

Vlastnosti funkci f; ve vztahu k FeSeni soustavy (1). Soustavu ve tvaru (1)
by pfi zcela obecnych vyplatnich funkcich fi, fs, f3 mohlo byt tézké vyresit. V nasem
pripadé jsou ale vyplatni funkce kvadratické a ryze konkavni ve vlastnich strategiich
(tj. fi je konkdvni v x;). Konkdvnost f; 1ze snadno ovéfit vypoétem druhé derivace
podle z;. Ovéfeni nechame jako cviceni.

Konkéavni kvadratickd funkce jedné proménné ma v R praveé jedno maximum, a to
pro takové xg, pro které je %(Io) = 0. Problém je, ze strategie i-tého hrace je ome-
zend na interval [0, k;], takZe nestaci jednoduse Tesit soustavu tif rovnic o t¥ech ne-
znamych, kde rovnice rikaji, ze derivace jednotlivych hrac¢i musi byt nulové. Natésti
lze vyuzit ryzi konkdvnosti. Zavedme pro jednoduchost znaden{ f/ := W,
tj. f! je hodnota derivace f; podle x;. Déle f!(x;) bude hodnota derivace v néjlakém
konkrétnim bodé x;. Predstavme si nasledujici grafy, naptiklad pro hrace 1:

f1(0) <0 () =0 fi(k1) >0
| | ﬁ | |
l l ' l l
xzp 0 kq 1 0 =4 ki z1 0 ki o ay

Zjevné, plati-li pro hrace 1, ze f1(0) < 0, je optimélni vyrabét 0. Naopak, plati-li
pro néj, ze fi(k1) > 0, zfejmé je optimaln{ vyrabét k;. Tedy, best-response funkci
muzeme pro hrace 1 vlastné zavést takto:

0 pokud f1(0) <0,
g1(xe,23) = ¢ k1 pokud fi(k1) >0,
xy  tak, ze f{(x}]) = 0 v ostatnich pfipadech.

Pro hréce 2 a 3 se best-response funkce zkonstruuje analogicky.

Protoze prislusné parcidlni derivace jsou linearni funkce, lze tilohu resit dvoufa-
zové: nejprve bez omezeni na intervaly [0, k;], coz d& pocéatedn{ néstiel, ze kterého lze
postupnym pfizptisobovanim dojit k takové trojici («7, x5, z3), Ze jednotlivd vyrobni
mnozstvi budou vyhovovat best-response funkci.

2.2 Stackelbergtiv oligopol

Pripad 1: hrac¢ 3 viadce, hraé 2 naslednik. Situace je vlastné konceptualné
velmi podobnda. Vidce vybere strategii, naslednik na ni zareaguje podle své best-
response funkce.

Vidce vi, Ze naslednik bude takto reagovat, a pfi vybéru strategie s tim pocita.
7 pohledu vudce se pak vlastné jedna o optimalizaci funkce jedné proménné, protoze



vyrobni mnozstvi néslednika je jednoznacné popsané a zavislé pravé na této jedné
proménné — vyrobnim mnozstvi vidce. Vyplatni funkce vidce proto v této hie je:
fa(xs) = z3c(ga(z3), x3) — ng — vsxs, kde go2(x3) je best-response funkce spoctend
pro Cournotiv oligopol (s tim, Ze x; = 0). Optimdln{ strategie se pfi této vyplatni
funkci najde stejné jako v pfedchozim pripadé Cournotova oligopolu.

Chovéni hrace 2 se snadno dopocita pomoci best-response funkce.

Pripad 2: hrac¢ 3 vudce, hraci 1 a 2 néaslednici. Od predchoziho piipadu se
lis{ v tom, Ze néslednici jsou 2. Priklad, kdy vice hrac¢t najednou voli své strategie,
uz znédme — to je Cournotuv oligopol. Tedy, najdeme ekvilibrium (z3(z3), x5(x3)) v
Cournotové oligopolu pro hréce 1 a 2 v zdvislosti na x3 (tzn. budeme Fesit soustavu
dvou rovnic o dvou nezndmych s parametrem xz3). Toto ekvilibrium se dosadi do
vyplatni funkce viudce, kterd nyni bude f3(z3) = xsc(af(zs), 25(x3), x3) — ng —vsxs.

Pripad 3: hra¢ 3 vadce, hra¢ 2 naslednik pro 3 a vadce pro 1, hrac 1
naslednik pro oba. Hri¢ 1 bude hrat best-response gi(x2,x3). Hra¢ 2 toto vi.
Zaroven jiz zna chovani xs hrace 3. Tj. hra¢ 2 hledd optimalni strategii zo pro
svou vyplatni funkci fo(z2,x3) = zoc(gr(xe, 23), T2, 23) — ng — voxs. Oznadéme tuto
strategii x3(x3).

Hrac¢ 3 pak optimalizuje svou vyplatni funkei

f3(x3) = w3c(g1(w3(23), 3), 25(73), T3) — N3 — v3T3.

3 Konkrétni reseni
3.1 Cournotiv oligopol
Vyplatni funkce i-tého hrace je:

fi(z1, 2, 23) = 2(6—0.5(x1 +22+x3))—n;—v;2; = —0.507+(6—v;—0.5 Z Tj)Ti—n,.
JF#i

Pfipomenime znaceni, ze f! je parcidlni derivace f; podle x;. Mame proto:

f{ = —11’1 — 05x2 - O5$3 + 5.5
fé = *O.5CE1 — 1.’]5‘2 — 051’3 + 5.25
fé = —0.5$1 — 05%2 — 11’3 + 3.5
a best-response funkce jsou:
0 pokud 5.5 — 0.5(x2 + 23) < 0,
g1(z2,3) =< 6 pokud — 0.5 — 0.5(x9 + x3) > 0,

5.5 —0.5(xy +x3) jinak,



0 pokud 5.25 — 0.5(x1 + z3) < 0,
g2(z1,23) =< 3 pokud 2.25 — 0.5(z1 4+ x3) > 0,
5.25 — 0.5(x1 + x3) jinak a

0 pokud 3.5 — 0.5(z1 + z2) < 0,
g3(x1,m2) = ¢ 2 pokud 1.5 — 0.5(z1 + z2) > 0,
3.5 —0.5(x1 + x2) jinak.

Best-response funkce jsou diky 3 pripadim, které je nutné rozliSovat, osklivé
slozité. Pojdme nejprve zjistit, zda vibec nastavovani x; = k; nebo x; = 0 bude
nutné pouzit. Vyresme soustavu

1 05 05\ [ 5.5
05 1 05| [a22]=[525],
05 05 1) \a; 3.5

to lze snadno udélat pomoci vztahu

-1

1 1 05 0.5 5.5 1.5 —-05 -0.5 5.5 3.875
z2 | =(05 1 0.5 5251 =(-05 15 =05 525 =\ 3.375
z3 05 05 1 3.5 -05 —-05 1.5 3.5 —0.125

V excelu lze pro maticovou inverzi téz vyuzit prislusnou funkci. Spoc¢tend vyrobni
mnozstvi jsou ekvilibriem, neuvazujeme-li vyrobni kapacity. Cena, kterd by se na
trhu utvotila by byla 6 — 0.5(7.125) = 2.4375.

Ziejmé, spoctend mnozstvi (3.875,3.375, —0.125) podminkdm omezenych vyrob-
nich mnozstvi nevyhovuji, mame totiz x5 > ko a x3 < 0. Best-response funkce
(s kapacitami) jsou (3.875,3,0). Polozme (1, z2,2z3) rovné tomuto vektoru a opét
spocitejme best-reponse. Dostaneme (4, 3,0.0625). Opakovanim dostdvame postupné
best-reponse (3.96875,3,0), (4,3,0.00390625), (3.9921875, 3,0) atd. Ziejmé strategie
konverguji k vektoru vyrobnich mnozZstvi (4,3,0). Snadno ovéfime, Ze tato vyrobni
mnozstvi jsou sama sobé best-reponse. Jde tedy o ekvilibrium. Ostatné, toho, Ze na
strategii 3 = 0 mé hrac 1 odpovédét 1 = 4 a obracené, si lze vS§imnout jiz po dvou
iteracich.

Pokud bychom nechtéli iterovat vibec, slo by ekvilibrium najit pfimo, a to napti-
klad kvadratickym programem, ktery jednotlivé pripady best-reponse funkci sikovné
zakoduje pomoci pomocnych proménnych.

Lze si vSimnout, zZe:

o fi(x1,z2,23) = 0. Tj. pfestoze hra¢ 3 vyrdbi na spodni hranici svych moznosti,
nechtél by vyrobni mnozstvi snizovat, ani kdyby mohl.

o c(z1,29,23) = 2.5.



3.2 Stackelbergtiv oligopol
Hrac 3 vidce, hrac 2 naslednik Best-response funkce néaslednika je

0 pokud 5.25 — 0.5z3 < 0,
g2(z3) =< 3 pokud 2.25 — 0.5z3 > 0,
5.25 —0.5z3  jinak.

Zkusme nejprve problém uvazovat bez kapacit. Do vyplatni funkce vidce z best-
response funkce dosadime jen treti fadek. Ukaze-li se pak, Ze je optimalni strategie
x3 vudce v intervalu [4.5,10.5], pouZije se z best-response pravé tento fadek a prvni
dva radky nebude tfeba vibec brat v ivahu. (Jiz na prvni pohled je ovSem vidét, ze s
kapacitami je maximalni vyroba vudce 2. Tzn. naslednik bude v modelu s kapacitami
vzdy vyrabét 3 podle druhého faddku best-response funkce).

Vyplata vidce v modelu bez kapacit je

f3(x3) = 23(6 — 0.5(5.25 — 0.5z5 + x3) — 1 — 2.523 = 0.875x5 — 0.2523 — 1.

Pak fi = —0.523 4+ 0.875z5. Ziejme, fi(x3) =0 pro x3 = 1.75. Pak 29 = 5.25 - 0.5 -
1.75 = 4.375. Cena na trhu je 6 — 0.5(4.375 + 1.75) = 2.9375.

Pro strategii viidce v modelu s kapacitami bychom méli maximalizovat f3(x3),
kde se xo dosadi best-response go(x3). Protoze ale hrd¢ 2 nezdvisle na x3 zahraje
ro = 3, staci nyni pouzit best-response funkci hrace 3.

0 pokud 3.5 — 0.5x2 < 0,
g3(x2) = 2 pokud 1.5 — 0.525 > 0,
3.5 —0.5x2 jinak,

Z best-reponse funkce se proto pouzije 3. fddek a dostaneme x5 = 2. (Lze si vSimnout,
Ze druhy fadek vede ke stejnému vysledku. Proc¢?)
Cena bude 6 — 0.5(3 + 2) = 3.5.

Hrac¢ 3 viadce, 1 a 2 naslednici. Resme pro technickou jednoduchost pouze bez
kapacit. Hrac¢i 1 a 2 reaguji na x3, které zahral vidce. Jejich chovani bude popsané
feSenim dvou rovnic o dvou neznamych s parametrem x3

1131 + 053’)2 + 05333 = 55,
0.5z1 + lzs + 0523 = 5.25,

reSenim které dostaneme nejprve

0.75z; + Oxo + 0.25x3
Oxy + 0.7522 + 0.25z3

2.875,
2.5,

a pak konec¢né



Dosadime-li tato mnozstvi do funkce

23

f3(.’173) = I3 (6 —0.5 ( 6 31‘3 +$3)> —1—2.523
1
6

L
BER

1 1
(—25 12) T3 — x§—1:—6§—ﬁx3—1

ziskdme po zderivovani, ze f} = —Lgg— 15+ Tedy, maximum nastéva, pokud x3 = —

3
47 41
Tr1 = 12 a o = 12+

Cena, kterd se na trhu utvori, je 6 — 0. 585 = 2.4583.

1
1

Hra¢ 3 vidce, hraé 2 naslednik /vidce, hraé 1 naslednik. ReS$me opét bez
kapacit. Hra¢ 1 mé best-response funkci g1 (29, x3) = 5.5 — 0.5(x2 + x3). Vyplatni
funkce hrace 2 je proto

f2($27$3) = 1‘2(6 — 05(55 — 0.5(‘@2 + !Es) + x9 + 33‘3)) —2— 0.75!E2
= 6y — 2.75x9 — 0.75z5 — 0.25x2 — 0.252013 — 2
= —0.2523 4 (2.5 — 0.25x3)zy — 2
. Pojdme pro hrace 2 spocitat best-reponse funkci v zavislosti na hraci 3. Mame

f4 = —=0.529 + 2.5 — 0.2523. Tedy, maximum nastava pro x5 = 5 — 0.5z3.
Nyni se podivejme na hrace 3. Ten ma vyplatu

z)

Z2 Z2

—— —
f3(.’173) = $3(6 - 05(55 - 05(5 — 0.52x3 +.’1?3) +5—0.523 -‘1-333)) —1-—2.5z3
= 6x3 — 4wz — 2.523 — 0.2503 — 1 = —0.2523 — 0.5z3 — 1.

Zderivovanim dostaneme f} = —0.5z3 — 0.5. Maximum nastévd pro zs = —1,
tedy xo = 5.5 a &1 = 3.25. Cena na trhu je 6 — 0.5(3.25 + 5.5 — 1) = 2.125.



