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Situace:

+ zmrzlinar uvaZuje, kam na plazi dlouhé 1 km umistit stanek; plaz ma tvar Gsecky
+ poptavka po zmrzliné v jednotlivych bodech plaze je funkci vzdalenosti od stanku
« cilem zmrzlinare je umistit stanek tak, aby poptavka pres vSechny body byla maximalni

Varianta K: konstantni poptavka
+ poptavka je nezavisla na vzdalenosti od stanku, napr. o velikosti 1
Varianta L: linearné klesajici poptavka

* necht x, je vzdalenost zmrzlinafe od zacatku plaze, pak poptavka v misté x od zacatku
plaZe je dana predpisem p(x) = 1 - a(|x - x,|), pro néjaké a < 1.
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Hra 1: zmrzlinari

Situace:

+ uvazujme nyni m zmrzlinaru
+ feknéme, Ze poptavka se realizuje u zmrzlinare, ktery ma stanek blizZe; jsou-li oba stejné
daleko, rozdéli se na polovinu
+ uvazujme oba predchozi pfipady, tj. jak konstantni poptavku, tak linearné klesajici
poptavku
Cil:

v o

* najit pozici optimalni pozici zmrzlinar
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Hra 1: rlizné varianty

VariantaKs m =2
+ oba zmrzlinafri uprostred plaze!
VariantaKs m > 2

+ bonusovy kol



Hra vs. rozhodovaci problém

Priklad
4 osoby si objednavaji v restauraci. Pokud:

» kazdy si plati sam = rozhodovaci problém

« kazdy plati ¢tvrtinu Gctu = hra

* Hra

+ vice rozhodovatell soucasné
« individualni vysledek muze byt zavisly na akcich ostatnich

 Teorie her

- disciplina studujici chovani rozhodovateltl v konfliktnich situacich pomoci
matematického modelovani



Hra 2: dvé tFetiny pruméru

Situace:

+ kazdy hrac tipuje Cislo z intervalu [0, 100]

« vyhrava kazdy hrac, ktery je nejblize % primeéru vSech tipovanych cisel
Preference (lexikograficky):

« byt nejblize 2/3 priméru,

« minimalizovat pocet vyhercd.
Cil:

* co je optimalni tip?

+ pojdme hru hrat na http://hry.polyedr.cz/prumer


http://hry.polyedr.cz/prumer

Hra 3: Pirati

Situace:
+ nracionalnich piratd najde poklad sestavajici z m minci
« déleni probiha nasledovné:
+ od nejstarsiho po nejmladsiho se vznasi navrhy na rozdéleni,
+ 0 kazdém navrhu se ihned hlasuje, pokud je néktery prijat, dalsi navrhy se nevznasi,
+ nutna nadpolovicni vétsina hlas,
« pokud navrh neni pfijat, navrhujici pirat je eliminovan.
Preference (lexikograficky):
» maximalizace vlastniho zisku,
» zachovani vlastniho Zivota,
« maximalizace uzmutych cizich Zivotd, a
+ maximalizace spokojenosti starich piratd (20,0,80,0,0 lepsi nez 20,0,0,0,80).

« optimalni navrhy a chovani pfi hlasovani pron =5a m = 100.
» feSeni mozno ovéfit na http://hry.polyedr.cz/pirati


http://hry.polyedr.cz/pirati

Prvky hry a klasifikace her

Hraci
+ pocet hracu: 2 hraci / vice hraci
* moznosti kooperace: zadna / omezena / volna tvorba koalic

+ pritomnost nahodného mechanismu
« informace: Gplna / nedplna

Strategie

« velikost prostoru strategii: konecny / nekonecny
+ spojitost prostoru strategii: spojity / nespojity

Vyplatni funkce

« konstatni soucet (antagonisticka hra) / nekonstantni soucet
+ kooperace: prfenosna / neprenosna vyhra



Hra v normalnim tvaru

Méjme:
« seznam hracu N = (1, ..., n),
+ seznam prostori strategii (X;, ..., X,)

+ seznam vyplatnich funkci f = (f,, ..., f,), kde
* proi e[n]jef;: ~ R,



Hra v normalnim tvaru
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Hra v normalnim tvaru

Méjme:
« seznam hracu N = (1, ..., n),
- seznam prostor( strategii (X, ..., X,)
+ seznam vyplatnich funkci f = (f,, ..., f,), kde
s proie[n]jef;: X; x=xX R,
« X :=X‘I x...xXn_

Trojice (N, X, f) je hra v normalnim tvaru.

Priklad - Hra 1 zapsana v normalnim tvaru
N =(1,2),



Hra v normalnim tvaru

Méjme:
« seznam hracu N = (1, ..., n),
- seznam prostor( strategii (X, ..., X,)
+ seznam vyplatnich funkci f = (f,, ..., f,), kde
s proie[n]jef;: X; x=xX R,
« X :=X‘I x...xXn_

Trojice (N, X, f) je hra v normalnim tvaru.

Priklad - Hra 1 zapsana v normalnim tvaru

N =(112)1X = ([011]1[011])1f= (f1rf2)r



Hra v normalnim tvaru

Méjme:
« seznam hracu N = (1, ..., n),
- seznam prostor( strategii (X, ..., X,)
+ seznam vyplatnich funkci f = (f,, ..., f,), kde
s proie[n]jef;: X; x=xX R,
e X=X, % xX
Trojice (N, X, f) je hra v normalnim tvaru.
Priklad - Hra 1 zapsana v normalnim tvaru
N =(1,2), X =([0,1],[0,1]), f = (f;, f,),
(X; +%,)/2 pokud x; < X,,
f1(x;,%x,) =40.5 pokud x; = X,,
1-(x;+x,)/2 jinak; f, analogicky.



Hra v rozvinutém tvaru

* u hry v normalnim tvaru se predpoklada, Ze rozhodnuti probihaji simultanné

* U hry v rozvinutém tvaru je rozhodovani sekvencni (pf. Sachy, vétSina tahovych her)
+ obvyklou reprezentaci je strom, kde kazdé vétveni odpovida jednomu rozhodnuti

« uzly - stavy, hrany - zvolené strategie

+ pokud pozdé&jsi rozhodnuti nejsou ovliviiovany drivejSimi, lze resit zpétnou indukci
+ |ze prevést na hru v normalnim tvaru

+ uzly mohou byt samy o sobé hrou se simultannim rozhodovanim



Hra ve tvaru charakteristickée funkce

+ pro kooperativni hry (s pfenosnou vyhrou)

+ idea - zkoumat kooperaci formou hry normalnim tvaru je vypocetné narocné, pojdme to
usnadnit a fict, jaka bude vyplata jednotlivych koalic

Hra ve tvaru charakteristické funkce je mnoZina (N, ¢ : 2V — R).

+ N je mnozina hract, ¢ funkce, které kazdé podmnoziné N pfifazuje vyhru

+ je mozné klast otazky typu MuZe koalice K € N vzhledem k velikosti své vyplaty
vzniknout? nebo Jak se v ramci koalice K ma rozdélit zisk, pokud tato koalice vznikne?
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Co povazovat za reseni?

« typicky - chceme néjakeé strategie, které budou v néjakém smyslu nejlepsi

+ pro hru v normalnim tvaru (z normativniho pohledu) - Nashovo equilibrium (Nashovo
rovnovazné resent)

Nashovo equilibrium
Nashovo equilibrium je takova kombinace strategii (xj, ..., x") € X, Ze pro kazdého hrace,
reknéme i-tého, plati, ze pro vSechna x; € X; je

f(X1r Xi- 11X11Xl+1r ' X ) f(X.I, Xi- ‘IrX X1+1r ,X;).

+ neformalng&, Nashovo equilibrium je takova kombinace strategii, ze zadny hrac nema
motivaci svou strategii zménit

o (X*

Yy s Xi1y Xiy Xfoqs oo, X) Dudeme znacit (x;, x7;)

m



Best-response funkce

Podle definice Nashova ekvilibria je x* ekvilibriem tehdy, pokud pro vSechna i plati
filx*) = Tgx)i(fi(xi' x5).

Pojdme se zabyvat tim, jak musi vypadat x; v zavislosti na x_;. Definujme tzv. best-response
funkci i-tého hrace, znacenou g;. Zfejmé g; : X_; - 2%:

g,‘(X_,') = {Xi € Xi : f,-(X,-) = mfaxfi( i'Xi)}'

Ziejmé, x* je Nashovo ekvilibrium, pokud x; € g;(x_;) pro viechna i € N.

12



Hra 4: kamen-nuzky-papir (KNP)

Situace:
+ dva hraci spolu (jedenkrat) hraji standardni hru KNP
Cil:

+ navrhnout optimalni chovani hracd

13



Hra 4: kamen-nuzky-papir (KNP)

Situace:
+ dva hraci spolu (jedenkrat) hraji standardni hru KNP
Cil:
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Vysledek:

« zavisi na definici chovani hraci a optimality
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Hra 4: kamen-nuzky-papir (KNP)

Situace:
+ dva hraci spolu (jedenkrat) hraji standardni hru KNP
Cil:

+ navrhnout optimalni chovani hracd

Vysledek:

« zavisi na definici chovani hraci a optimality

+ pokud chovani je volba konkrétniho symbolu, optimalni chovani neexistuje
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Hra 4: kamen-nuzky-papir (KNP)

Situace:
+ dva hraci spolu (jedenkrat) hraji standardni hru KNP
Cil:

+ navrhnout optimalni chovani hracd

Vysledek:

« zavisi na definici chovani hraci a optimality
+ pokud chovani je volba konkrétniho symbolu, optimalni chovani neexistuje
+ pokud chovani je pravdépodobnostni rozdéleni nad symboly, optimalni chovani existuje
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Hra 5: hra o nejvyssi cislo

Situace:
« hraji dva hraci, kazdy napise tajné na papirek pfirozené Cislo
« papirky si ukazou, vyhrava ten, ktery napsal vyssi Cislo

Cil:

« ma hra Nashovo ekvlibrium?



Hra 5: hra o nejvyssi cislo

Situace:
« hraji dva hraci, kazdy napise tajné na papirek pfirozené Cislo
« papirky si ukazou, vyhrava ten, ktery napsal vyssi Cislo

Cil:

« ma hra Nashovo ekvlibrium?

+ pokud ne, nepomohlo by zménit pojeti chovani?



Bonusoveé otazky k zamysleni - |

« Jizvime, Ze u hry 2/3 priméru (Hra 3) je optimalni strategie (0, ..., 0). Pfipoustéli jsme, Ze
tipy hracl mohou byt realna Cisla z intervalu [0, 100]. Zméni se néco, kdyz se omezime na
cela cisla z intervalu [0, 100]?

Poznamenejme, Ze optimalni strategii rozumime Nashovo ekvilibrium, tj. takovou
kombinaci strategii, Zze zadny z hra¢l nema motivaci svou strategii zménit.

« Zavisi néjak pripadna existence dalsich ekvilibrii na po¢tu hraca?
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Bonusoveé otazky k zamysleni - I

Uvazujme znovu zmrzlinafe (Hra 1). Vime, Ze je-li poptavka po zmrzliné konstantni (nezavisla
na vzdalenosti k nejblizSimu stanku), je pro dva zmrzlinare ekvilibriem, stoupnou-li si
doprostred plaze.

+ Jak to bude v pfipadé konstantni poptavky pro 3 nebo vice zmrzlinafi? Existuje néjaké
Nashovo ekvilibrium?

« Reknéme, Ze je poptavka po zmrzliné zavisla na vzdalenosti k nejblizdimu stanku.
Konkrétné, stoji-li zmrzlinafi na pozicich x, a x,, je poptavka v bodé x rovna
1-amin{|x-x,|,|x-x,|}. Stejné jako u hry 1se poptavka realizuje u toho zmrzlinare, ktery
stoji blize. Najdéte optimalni pozici zmrzlinari pro a = 1, pfipadné pro obecné a € (0, 1].

+ Bude tentokrat ekvilibrium existovat pro vice zmrzlinar nez 2? Proc¢?



