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Zavedeni pojmu



Kooperace

Kooperace znamena uzavirani zavaznych dohod o volbé strategii a pfipadné o déleni
vyhry.

Kooperativni hra — hra ve které je kooperace pfipustna.

Dva zakladni druhy kooperativnich her:

+ s prenosnou vyhrou - vyhry jednotlivych hract je mozné jakkoli rozdélovat,
+ s neprenosnou vyhrou - kazdy hrac obdrzi hodnotu své vyplatni funkce.

Omezime se na hry s pfenosnou vyhrou.



Koalice a koali¢ni struktura

Méjme kooperativni hru n hracli. Mnozina vSech hraci se znaci N.
Koalice je jakakoli neprazdna podmnozina K mnoziny N.

+ Koalice mohou byt i jednoprvkové.

+ (Z technickych divodu je nékdy vyhodné pripoustét i prazdné koalice, na to vzdy
upozornime.)

+ Pocet moznych koalic je zrejmé 2" - 1.

+ MnoZina v3ech koalic se bude znacit 2V,

Koalicni struktura je mnozina koalic.

Priklad
Méjme hru s n = 3. Mozné koalice zfejmé jsou {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}.
Mozné koalicni struktury jsou napr. {{1}},{{1, 2},{1, 2, 3}} atd.



Déleni her podle pfipustnosti koalicnich struktur

* Hry s volnou nedisjunktni koali¢ni strukturou.
« pfipustné jsou i takové struktury, kde miZe byt hrac ve vice koalicich
- pocet takovych koali¢nich struktur je 22" -1
* Hry s (volnou) disjunktni koali¢ni strukturou.
+ kazdy hra¢ musi byt pravé v jedné koalici
+ pocet koali¢nich struktur?
* Hry s omezenou koali¢ni strukturou.
+ koalicni struktury musi spliovat néjaké dalsi pozadavky.

Priklad - omezena koalicni struktura
Méjme rozumné se chovajici politickou scénu se stranami Pravice, Stred a Levice, kde nazvy stran
v sobé nesou informaci o ideologickém zalozeni:

Rozumna hra s omezenou koali¢ni strukturou by patrné pfipustila jen koalice {Pravice, Stfed} a
{Levice, Stred} (a jednoprvkove)



Déleni her podle pfipustnosti koalicnich struktur

* Hry s volnou nedisjunktni koali¢ni strukturou.
« pfipustné jsou i takové struktury, kde miZe byt hrac ve vice koalicich
- pocet takovych koali¢nich struktur je 22" -1
* Hry s (volnou) disjunktni koali¢ni strukturou.
+ kazdy hra¢ musi byt pravé v jedné koalici
+ pocet koali¢nich struktur?
* Hry s omezenou koali¢ni strukturou.
+ koalicni struktury musi spliovat néjaké dalsi pozadavky.

Priklad - omezena koalicni struktura

Méjme rozumné se chovajici politickou scénu se stranami Pravice, Stred a Levice, kde nazvy stran
v sobé nesou informaci o ideologickém zalozeni:

Rozumna hra s omezenou koali¢ni strukturou by patrné pfipustila jen koalice {Pravice, Stfed} a
{Levice, Stred} (a jednoprvkove)

Dale jen hry s volnou disjunktni koalicni strukturou.



Disjunktni koalicni struktura - souvislosti

Kolik je mozZnych disjunktnich koali¢nich struktur?

Ekvivalentni otazky:

« Mame mnozinu n prvk{, kterou chceme rozdélit do neprazdnych podmnozin. Kolik
takovych moznych déleni je?

« Mame Cislo X € N, které je soucinem n rliznych prvocisel. Kolik existuje zplsobd, jak
faktorizovat X?

+ Kolik je moznych rymovych schémat u strofy dlouhé n radki?
s pron=4



Disjunktni koalicni struktura - souvislosti

Kolik je mozZnych disjunktnich koali¢nich struktur?

Ekvivalentni otazky:

« Mame mnozinu n prvk{, kterou chceme rozdélit do neprazdnych podmnozin. Kolik
takovych moznych déleni je?
« Mame Cislo X € N, které je soucinem n rliznych prvocisel. Kolik existuje zplsobd, jak
faktorizovat X?
+ Kolik je moznych rymovych schémat u strofy dlouhé n radki?
+ pro n =4 jsou to schémata

AAAA, AAAB, AABA, AABB, AABC, ABAA, ABAB, ABAC, ABBA, ABBB, ABBC, ABCA,
ABCB, ABCC, ABCD.



Disjunktni koalicni struktury - rekurentni vypocet

Odvozeni B, . ,:

{1

+ Zacnéme s libovolnym pevnym prvkem, treba prvkem 1.



Disjunktni koalicni struktury - rekurentni vypocet

Odvozeni B, . ,:
{1}, ...
{z}
B!’l
+ Zacnéme s libovolnym pevnym prvkem, treba prvkem 1.

« Nyni mame moznost mnozinu
+ uzavfit; pak nam zbyva n prvkd, které miZzeme umistit B, zplisoby; nebo



Disjunktni koalicni struktury - rekurentni vypocet

Odvozeni B, . ,:
{1, ..} ..
i{z} Iz}
() Bo
« Zacnéme s libovolnym pevnym prvkem, tfeba prvkem 1.
« Nyni mame moznost mnozinu
+ uzavfit; pak nam zbyva n prvkd, které miZzeme umistit B, zplisoby; nebo
- obecnégji, doplnit o i dalSich prvki a pak uzavfit; pak nam zbude (n - i) prvkd, které lze
umistit B, ; zplsoby; i prvki mizeme z n vybrat (1) zpiisoby.



Disjunktni koalicni struktury - rekurentni vypocet

Odvozeni B, . ,:
{1, .} ..
I{z} I{z}
() Bni
« Zacnéme s libovolnym pevnym prvkem, tfeba prvkem 1.
« Nyni mame moznost mnozinu
+ uzavfit; pak nam zbyva n prvkd, které miZzeme umistit B, zplisoby; nebo
- obecnégji, doplnit o i dalSich prvki a pak uzavfit; pak nam zbude (n - i) prvkd, které lze
umistit B, ; zplsoby; i prvki mizeme z n vybrat (1) zpiisoby.
+ K pevné zvolenému prvku tedy pfihodime 0 az n dalSich prvkd; tyto prvky mizeme
vybrat (g) az () zplisoby. Pevné zvoleny prvni prvek zarucuje unikatnost této prvni
mnoziny. Zbytek se da rozdélit B, , az B, _, zpUsoby.



Disjunktni koalicni struktury - rekurentni vypocet

Odvozeni B, . ,:
{1, .} ..
I{z} I{z}
() Bni
« Zacnéme s libovolnym pevnym prvkem, tfeba prvkem 1.
« Nyni mame moznost mnozinu
+ uzavfit; pak nam zbyva n prvkd, které miZzeme umistit B, zplisoby; nebo
- obecnégji, doplnit o i dalSich prvki a pak uzavfit; pak nam zbude (n - i) prvkd, které lze
umistit B, ; zplsoby; i prvki mizeme z n vybrat (1) zpiisoby.
+ K pevné zvolenému prvku tedy pfihodime 0 az n dalSich prvkd; tyto prvky mizeme
vybrat (g) az () zplisoby. Pevné zvoleny prvni prvek zarucuje unikatnost této prvni
mnoziny. Zbytek se da rozdélit B, , az B, _, zpUsoby.

Plati 8., = X0, ()5,



Bellovo a Stirlingovo cislo

Stirlingovo cislo: pocet rozklad(i n-prvkové mnoziny na k podmnozin
gt j(k :
+ znaceni a vypocet: {3} = ijo(—1)’(l_)(k -y
Bellovo cislo: pocet (libovolnych) rozkladd n-prvkové mnoziny
+ znaceni a vjpocet: B, = 37 {7}=57 L Zfzo(—1)i(f)(k — P
Rada Bellovych cisel: (B, =) 1,1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, ...

b D @ 128N\
O N 2 Sk
0 @40 )
: ~J ] 2 ; /’|
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Zadani a reSeni kooperativni hry



Zadouci Feseni kooperativni hry

Zadouci feseni: poskytnout navod k jednani.

Co je navod k jednani?

1. Do jaké koalice by mél ktery hrac vstoupit? (Jaka koalic¢ni struktura se ma vytvorit?)
2. Jak by se kazdy hra¢ mél v ramci koalice mél chovat?
3. Jak by se mél v ramci jednotlivych koalic rozdélit zisk?

(Stejné jako u bimaticovych her.)

Otazky spolu souvisi, je tfeba je resit soucasné.



Moznost reseni 1 - hra v normalnim tvaru

* Pro kazdou koalicni strukturu, dejme tomu strukturu L = {K;, ..., K/}, nutno Fesit hru [
hraca.

+ Pro kazdou koalici v kazdé koalicni strukture je nutné navrhnout déleni zisku - z
jednotlivych koalic ziskame déleni (a, ..., a,)

« Koali¢ni struktura L mize vzniknout tehdy, pokud je toto déleni lepSi nez déleni v
jakékoli jiné strukture - neexistuje skupina hract, ktera by méla motivaci strukturu
ménit

Problemy:

+ vypocetni slozZitost - koalicnich struktur je mnoho
+ nejednoznacnost - nemusi davat jednoznacny navod k jednani (viz bimaticové hry)

* neexistence reseni - nemusi existovat Zadna vyhovujici L



Charakteristicka funkce

Charakteristicka funkce je funkce v : 2V - R.

« Pfifazuje hodnotu (silu) kazdé koalici.

+ Hodnota v(K) vyjadfuje, jaka je (zhruba) vyhra koalice K, pokud vznikne.

Vétsinou se pozaduje superaditivita. (My ji zde pozadujeme.)

Superaditivita - jestlize pro kazdé dvé disjunktni koalice K,L € N plati
v(K) + v(L) < v(K u L), je v superaditivni.

Aditivita - pokud v(K) + v(L) = v(K U L), je v aditivni. Hra s aditivni v je nepodstatna -
kooperace nic neprfinese.

10



Charakteristicka funkce

Charakteristicka funkce je funkce v : 2V - R.

« Pfifazuje hodnotu (silu) kazdé koalici.

+ Hodnota v(K) vyjadfuje, jaka je (zhruba) vyhra koalice K, pokud vznikne.

Vétsinou se pozaduje superaditivita. (My ji zde pozadujeme.)

Superaditivita - jestlize pro kazdé dvé disjunktni koalice K,L € N plati
v(K) + v(L) < v(K u L), je v superaditivni.

Aditivita - pokud v(K) + v(L) = v(K U L), je v aditivni. Hra s aditivni v je nepodstatna -
kooperace nic neprfinese.

Dale jen superaditivita.

10



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hracl s nasledujici char. funkci v:

v{1}) = 10 v({1,2}) = 20
v{2}) = 10 v({1,3}) = 30 v({1,2,3}) = 40
v({3}) = 20 v({2,3}) =30

1



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hracl s nasledujici char. funkci v:

v({1}) = 10 v({1,2)) = 20
v({2)) = 10 v({1,3)) = 30 v({1,2,3)) = 40
v({3}) = 20 v({2,3}) =30

Hra je aditivni:

v({1h) + v({2}) =20 = v({1,2}) v({1,2}) + v({3}) = 40 = v({1,2,3})
v({1}) + v({3]) = 30 = v({1,3}) v({1,3}) + v({2}) = 40 = v({1,2,3})
v({2}) + v({3]) = 30 = v({2,3}) v({2,3}) + v({1}) = 40 = v({1,2,3})

(v({1}) + v({2}) + v({3}) = 40 = v({1,2,3}) )

m



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hracl s nasledujici char. funkci v:

v({1}) = 10 v({1,2)) = 19
v({2)) = 10 v({1,3)) = 30 v({1,2,3)) = 40
v({3}) = 20 v({2,3}) =30

1



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hracl s nasledujici char. funkci v:

v({1}) =10 v({1,2)) =19
v({2}) =10 v({1,3}) =30 v({1,2,3}) = 40
v({3}) = 20 v({2,3}) = 30

Hra je neaditivni:

v({1h) + v({2}) =20 > v({1,2}) v({1,2}) + v({3}) = 40 < v({1,2,3})
v({1}) + v({3]) = 30 = v({1,3}) v({1,3}) + v({2}) = 40 = v({1,2,3})
v({2}) + v({3]) = 30 = v({2,3}) v({2,3}) + v({1}) = 40 = v({1,2,3})

(v({1}) + v({2}) + v({3]) = 40 = v({1,2,3}) )

m



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hrach s nasledujici char. funkci v:

v{1}) = 10 v({1,2}) = 20
v({2}) = 10 v({1,3}) = 30 v({1,2,3)) = 41
v({3}) = 20 v({2,3}) =30

m



Priklad - (super)aditivita

Méjme hru tfi hrach s nasledujici char. funkci v:

v({1}) =10 v({1,2}) = 20
v({2}) =10 v({1,3}) =30 v({1,2,3}) = 41
v({3}) = 20 v({2,3}) = 30

Hra je superaditivni:

v({1h) + v({2}) =20 = v({1,2}) v({1,2}) + v({3}) = 40 < v({1,2,3})
v({1}) + v({3]) = 30 = v({1,3}) v({1,3}) + v({2}) = 40 < v({1,2,3})
v({2}) + v({3}) = 30 = v({2,3}) v({2,3}) + v({1}) = 40 < v({1,2,3})

(v({1}) + v({2}) + v({3]) = 40 = v({1,2,3}) )

m



Moznost reseni 2 — hra ve tvaru char. funkce

Bud dana mnoZina hracl N a charakteristicka funkce v definovana na 2V.
Dvojice (N, v) se nazyva hra ve tvaru charakteristické funkce.

Predpoklady:

+ Hodnoty charakteristické funkce je nutné znat (kupodivu).

* bud zvenku,
+ nebo vypoctem z normalniho tvaru (viz dale)

+ Musi byt zfejmé, jak se maji hraci v ramci koalice chovat - odpada otazka 2.

12



Vypocet char. fce z normalniho tvaru

Chceme-li vypocitat hodnoty v z normalniho tvaru pro koalici K, musime vyslovit néjaké
predpoklady o chovani hraci z N K. MiZeme totiz ovlivnit pouze strategie hracu v K.

Stejné jako v bimaticovych hrach mame moznosti

« pocitat zarucenou vyhru, minimaxova char. fce.
+ pocitat kompetitivni char. fce.

« pocitat char. fci. vychazejici z principu nedostatecné evidence - obecné ,tézké«

Necht K = {i,,...,i}} € N. Znacme X(K) = X,.1 X e X X,.l. Znacme x(K) = (xi1,...,xl.k) € X(K).

13



Minimaxova charakteristicka funkce

Necht K c N, pak

v(K) = max min Xy X)),
a
v(N) = max (X ey X ).
(W) = ma EZNf,( e Xp)
Pribéh:

+ pokud je hra aditivni, pak je minimaxova v rozumna
« hraci se dohaduji a hrozi si, ze si budou Skodit
+ sila odpovida minimalni vyhre koalice

Vyhoda: minimaxova v je superaditivni (a obraceng, kazda superaditivni v ma svou hru v
normalnim tvaru)
Nevyhoda: hodnoty mohou byt velmi podhodnocené



Kompetitivni charakteristicka funkce - 1

Vypocet v(K) jako vyhry K ve hie dvou hraci v normalnim tvaru

H = (K,N\K>,(X<K),X(N\K)>,(Z fie D f,-))

iek ieN\K
Pribéh:

+ pokud se koalice K utvofi, ostatni vytvori protikoalici, ktera se bude chovat
racionalné (srovnej s minimaxovou v)

- sila odpovida situaci, kdy vzniknou pravé dvé koalice

Vyhoda: méné podhodnocené (bliZi se analyze normalniho tvaru)
Nevyhoda: sloZitost, nemusi existovat racionalni navod k jednani v jednotlivych dilich
hrach

15



Kompetitivni charakteristicka funkce - 2

Predpoklad: znamé a jednoznacné reseni pfi nekooperaci x*

v(K) = T&;({Z Xy %) 1 X = X5, j € N\K)

iek
PFibéh: sila odpovida situaci, kdy vznikne pravé jedna koalice

Vyhoda: jednoduchost pro rozumné f;
Nevyhoda: nemusi existovat feSeni pfi nekooperaci



Priklad hry ve tvaru char. funkce

Nékteré hry mohou byt formulovany primo ve tvaru charakteristické funkce:

Méjme jednovyrobkovy trh s p vyrobci a g odbérateli, ktefi tvofi mnoZinu hrac
{1,..,p+q}.

* U kazdého hrace zname pozadované mnozstvi vyrobku t; a vyrabéné mnozZstvi s;.

* Pro odbératele s; = 0, pro vyrobce t; = 0.

Dodavatelé a odbératelé se sdruzuji do koalic, vyhra koalice je zavisla na mnozstvi
vyrobku, které dodavatelé prodaji odbérateliim, a dale, ¢im, vétsi koalice, tim hire.
Konkrétné:
min{zieK Sy ZieK ti}

K]

v(K) =



Principy racionality




Déleni vyhry

Vznikne-li ve hfe koalicni struktura L = {K;, ..., K }, pak vektor (a,, ..., a,) budeme nazyvat
rozdélenim, pokud pro K; € L bude platit Yiek, G = v(K;).
+ Kazdy hrac zrejmé usiluje o to, aby ziskal co nejvice.

« Jsou-li hracii a j Cleny koalice K, chtéji z v(K) ziskat co nejvice - jejich zajmy jsou
protichidné.

Je nutné najit néjaké kompromisni rfeseni. To by mélo spliovat prfinejmensim,

+ Ze délena vyhra by méla byt co nejvétsi - princip kolektivni racionality, a

- Ze koalice, v ramci niz se vyhra déli, by neméla mit motivaci rozpadnout se na mensi
celky - princip skupinové stability.

« Ze kazdy hrac chce alespon tolik, kolik by si zajistil sam - princip individualni
racionality



Princip kolektivni racionality - tvorba koalic

Snaha o ustanoveni koalice (viz dale) K, = arg max,,, v(K).
Neobsahuje-li vSechny hrace, pokracuje se stejnym zplsobem dale.

Problém: u superaditivnich her miZe byt vyhodné pfijmout do koalice i hrace se
zapornou v(i)
Reseni: Je vyhodné vytvaret koalici N.

19



C-jadro
Pro koalici K se zkouma, zda existuje feseni soustavy
Z a; = v(K)
iek

Z a; 2 v(Q) QckK
ieQ

+ Pokud ano, je K skupinové stabilni.
+ Nemusi existovat. Je-li prazdné, koalice nevznikne.
+ Nedava jednoznacny navod k jednani.

+ Nejednoznacnost lze odstranit — napr. lze pouzit té€zisté jadra - vypocetné slozité.

20



C-jadro - priklady.

v({1h) =10 v({1,2}) = 20
v({2}) =10 v({1,3}) = 20 v({1,2,3}) =30
v({3}) =10 v({2,3}) =20
v({1}) =10 v({1,2}) = 30
v({2}) =10 v({1,3}) =30 v({1,2,3}) = 40
v({3h =10 v({2,3}) =30
v({1}) =10 v({1,2}) = 25
v({2h) =10 v({1,3}) = 25 v({1,2,3}) =50

v({3}) = 10 v({2,3)) = 25

21



Namitky proti déleni

« Méjme koalici N a rozdéleni zisku a.
+ Jednotlivé koalice mohou byt vice ¢i méné nespokojené rozdélenim a.
» Pro koalici K ¢ N definujme d(q,K) = v(K) - ¥, q;
« Zfejmé: pokud d(a, K) > 0, mize K rozdéleni a vetovat (pozZaduje-li se skupinova
stabilita)
Jedna z moznosti prace s namitkami:

« Pri diskuzi o a bude nejvice namitat koalice K s nejvétsim d(a, K).
ken d(X, K) < max, ., d(y, K).

+ Definujme T(a) = (T,(a), ..., T,js;_,(a)), kde jednotliveé slozky jsou sestupné sefazené
namitky proti rozdéleni a.

+ Rozdéleni x je prijateln&jsi nez rozdéleni y, pokud max

22



Vektor T(x) je lexikograficky mensi nez T(y), pokud prvni nenulova slozka vektoru
T(x) - T(y) je zaporna (prvni rozdilna slozka je mensi u T(x)).

« Predpoklad: hraci se snaZi o individualné a kolektivné racionalni reseni.
+ N-jadro: takoveé rozdéleni a, Ze T(a) je lexikograficky nejmensi.

Vyhody: Lze najit pomoci LP. Je jednoznacné. Vzdy existuje.
Nevyhody: Nemusi byt skupinové stabilni.

23



Shapleyova hodnota

Nesnazi se stanovit déleni vyhry, pouze hodnoti silu (pozici) hrace v konfliktu.
Superaditivita a koali¢ni struktura N: Shapleyova hodnota dava ,rozumné* rozdéleni
vyhry.
Idea:

+ koalice N se mUze na zakladé poradi pfichodd hraca vytvofrit n! zplsoby.

« prinos hrace i ke koalici K je p(i, K) = v(K) - v(K\{i}).

+ koalice K\{i} mGze vzniknout (|K| - 1)! zplsoby, zbyli hraci se do koalice K mohou

pridat (n - |K|)! zptsoby
« pravdépodobnost, ze hrac i bude mit pfinos p(i,K) je (n - |K|)}(|K]| - 1)!/n".

Shapleyova hodnota: stfedni hodnota pfinost hrace i pres vsechny koalice obsahujici i:

siy= 5 IR TR vy

KCN,ieK

24



Vlastnosti Shapleyovy hodnoty

« Zavisi jen na v, ne na oznaceni hracu.

* Y.y (i) = v(N) a s(i) 2 v({i}) pro i € N (pfi superaditivité kolektivni a individualni
racionalita).

« Soucet Shapleyovych hodnot dvou her dava Shapleyovu hodnotu pro soucet char.
fci téchto her.

+ Pokud ma i-ty hrac nulové prinosy do vSech koalic, je s(i) = 0.

Shapleyova hodnota je jediny n-slozkovy vektor, ktery ma vlastnosti vyse!

25)



Charakteristické funkce:

+ minimaxova
+ kompetitivni

Principy:

+ kolektivni racionalita
+ skupinova stabilita
« individualni racionalita

ReSeni kooperativnich her
+ C-jadro
+ N-jadro
 Shapleyova hodnota
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