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Hra s konstantnim souc¢tem v normalnim tvaru

Hra s konstantnim souctem je hra v normalnim tvaru
H = {N,S,V} zadana
o mnozinou hra¢t N :={1,...,n},
o mnozinou prostord strategii — S := {X1,..., X, } a
o mnozinou vyplatnich funkci V := {f1,..., fn}, kde
oproi€ Nijef; : X — R,
o X =X;x---xX,a
o > ien fi = kprongaké k € R.

Budeme se zabyvat hleddnim Nashovych ekvilibrif pro tyto hry.
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Pfevod na hru s nulovym souctem

Definujme f{(z) = fi(z) — k.
Uvazujme hru H' = {N, S, {f{, f2,- .-, fa} }.

Tvrzeni
Strategie v* € X jsou NE hry H, privé kdyz jsou NE hry H'.

Ke z* € X,i € N, € X; definujme strategii
2(i,8) = (2],.. ., 21, &, 2]y, ).

Jakékoli strategie z* € X spliujici f;(z*) > fi(z(:,€)) proi € N
spltiyje i f1(z*) > fi(x(1,£)), nebot posledné jmenovand nerovnost
lze pti¢tenim k pfevést na diive jmenovanou. Opak analogicky.

Dtisledek
P¥i hleddni Nashova ekvilibria (NE) Ize BONo pfedpoklddat, Ze k = 0:

O hrach H a H' hovotime jako o strategicky ekvivalentnich.
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Dva hraci a konstantni soucet — antagonisticka hra

o Hra s konstantnim souc¢tem s n = 2 se nazyva antagonistickd hra.
Situaci usnadiiuje absolutni protichtidnost zajm hrac¢a: pokud
k = 0, pak to, co jeden vyhraje, druhy ztrati.

o Lze tedy psat H = {{1,2},{ X1, Xo}, {fi, —f1}}
o Defini¢ni nerovnosti Nashovy rovnovahy se pak zapiSou jako

fi(x], x5) > fi(z1, 73),
—fi(z],23) > —fi(a],22)) & fi(z],23) < fi(a], x2),
nebo také
fi(zy,25) < fi(z],25) < fi(z], z2) pro vSechna z1 € X1, 22 € Xo.
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Konec¢na antagonistickd hra — maticova hra

o Antagonistickd hra, ve které maji oba hraci kone¢ny pocet
strategii, se nazyva maticovd hra. Jde o to, ze vyplatni funkce v
takové hfe se da sledovat v matici, a takova matice pak hru plné
popisuje:

H = {{17 2}7 {{17 s 7m1}7 {17 cee 7m2}}7 {fl(lvj) = Q4j, f2 = _fl}}a

o kde A € R™>*™2 Pfedpokldddme tak, Ze strategie hrace 1 resp.

2 odpovidaji fadkiim resp. sloupctim matice A.

o Ztejmé, kazda matice popisuje maticovou hru.
o Dvojice (k,1) je NE (v ryzich strategiich) v maticové hie, pokud
pro véechnai € X aj € Xy platiay < ay < agj.

o Prvek aj; matice A se nazyva sedlovy bod; je to nejvétsi prvek ve
sloupci [ a nejmensi prvek v fadku k.

o Problém: sedlovy bod nemusi existovat.
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Hledani NE v ryzich strategiich

Idea: najit zvlast takova (k, 1), ze a; < ay a zvlast (k, 1)
vyhovujici ay; < ayj, tj. najit takové dvojice strategii, u kterych
by si nemohl pti odchyleni polepsit hrac 1 resp. 2.
O Pro kaZdou strategii [ hrace 2 najdeme mnoZzinu
K; = argmaxye x, ay strategii hrace 1, které jsou nejlepsimi
reakcemi na strategii [ hrace 2. Snadno ziskdme mnozinu
K dvojic strategii (k,1), k € K;,1 € Xy, splitujici a;; < ay
pro vSechna i € X;.
O Pro kazdou strategii k hrace 1 najdeme mnozinu
Lj, = arg minjc x, ay; strategii hrace 2, které jsou nejlepsimi
reakcemi na strategii k hrace 1. Snadno ziskdme mnoZinu
L dvojic strategii (k,1),l € Ly, k € X1, spliwujici ay; > ay
pro vSechna j € Xo.
O Mnozina v8ech NE je mnozina vsech (k, ) takovych, ze
jsou zarovenn v K'iv L.
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SmiSené strategie

Uvazujme kone¢nou hru v normdlnim tvaru
H={N{X1,....Xu},{fi,-.., fu}}.

Koncept NE v ryzich strategiich je slaby — existuji hry, pro které
NE neexistuji.

Pripustme, Ze se hra¢i mohou své strategie vybirat ndhodné
podle zvoleného pravdépodobnostniho rozdéleni, jejich
vyplatni funkce pak budou o¢ekavané hodnoty vyplat, tedy

o prostor strategii i-tého hrace pak ma podobu
1 i\ T .
X7 ={(zi,. . 2") " Yiex, 7 T =1,2; > 0},a

7

o vyplatni funkce i-tého hrace je

Z Z fle,...,mﬁ”)Hac?j

klexl kneXn jEN

Ondiej Sokol 4EK421 Teorie her a ekonomické rozhodovani 8/15



Konstantni soudet Maticové hry Smiené strategie
000 000 0e0000

SmiSené rozsifeni konecné hry

Definice

SmiSené rozsiteni kone¢né hry
H={N{X1,....,Xu},{f1,--., fn}} jehra
H® = {N7{Xf77Xai}7{ff’ 7f1i}}

Metoda fiktivni hry

(e]e]

Véta
Kazdd konecnd hra mda NE ve svém smiseném rozsiventi.
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SmiSené rozsifeni maticové hry

Pro maticovou hru lze vyplatni funkce smiSeného rozsiteni
zapsat jednoduseji:

_ J ..k _ T
fi= E E $1$2ajk—$1814$§

JEX1 kEX>

Jde o to, Ze kombinace strategii (4, k) bude vybrana s

J .k

pravdépodobnosti p = 2 z3.

Ondiej Sokol 4EK421 Teorie her a ekonomické rozhodovéani
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NE ve smiSeném rozsifeni maticové hry

o Reknémg, ze (x1*, 23°) jsou NE. Oznaéme v = fi(x1*, x5°).
o Hrac 2 se snazi chovat tak, aby v bylo minimélni, pojdme
najit x3° tak, aby, at hra¢ 1 udélé cokoli, ztratil hrac¢ 2 vzdy
nejvyse v.
o Nelinearni program niZe vlevo zfejmé hleda poZzadované
strategie x5 a minimalni moZzné v. Linearizace viz vpravo.
o Z mq nerovnosti ve tvaru Azj < v 1ze konvexni kombinaci
vytvofit nerovnost ve tvaru x5 T Az§ < v, pro vechny
x] € X7, tedy i tu nerovnost, jejiz levd strana je maximdlni.

min v

. min v
x5 ER™2 o5 eRM?
sT s

max x7 Axs <w s
sexs 11 2> Az <w

S
25 >0 7320

T .s
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,Lepsi” linearizace

Podobny linedrni program lze sestavit i pro vypocet x7. Tedy

min v max v
zjER™2 23 eR™1
Azxs <w ATaﬁ >0
x5 >0 x] >0
1725 =1 1Tz5 =1

Je-li zaruceno, Ze v > 0 (viz pfevody na nulovy soucet), 1ze
zavést substituci p = x{/v a ¢ = x5 /v. Po par tpravach pak:

17 min 17
qrerlRaw)L(Q q peR'nLl p
Ag<1 ATp>1
q=>0 p>0

Tyto programy jsou ziejmé dudlni, pfi pouZziti vhodného

algoritmu staci feSit jeden z nich (feSeni druhého: stinové ceny).
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Ptiklad

Maticova hra pro dva hrace je dana nésledujici matici:
0 05 -2
A= < -1 3 1 ) ‘

o Rozhodnéte, zda ma tato hra sedlovy bod.
o Najdéte optimalni strategie pro oba hrace.
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Metoda fiktivni hry

o itera¢ni metoda pro odhad NE v koneé¢nych hrach
o vyhoda: jednoduchost

o nevyhoda: nemusi konvergovat
o myslenka:
o predpoklada se, Ze se hra donekone¢na opakuje
o kazdy hra¢, feknémé hrac 4, pfedpoklada, ze hraje proti
hrac¢am, ktefi hraji stéle stejné (smiSené) strategie
o v j-tém opakovani hry se tyto smiSené strategie odhaduji
napozorovanymi relativnimi ¢etnostmi jednotlivych ryzich
strategii v pfedchozich j — 1 hrach
o strategie hrace i v j-tém opakovani hry je optimalni reakce
na odhadované smiSené strategie.
o konvergence pro:
o konec¢né antagonistické hry
o hry fesitelné vyskrtanim dominovanych strategif
o aj.
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Hra o délitelné zakazky

o Situace:

o 2 hradi soupefi o [ zakédzek velikosti s1, . .., 5.

o Soupefeni md formu lobbingu: hra¢ 1 mé k dispozici a prostfedkil
na lobbing, hrac¢ 2 disponuje prostfedky o velikosti b.

o Hradi své disponibilni prostfedky beze zbytku rozdéli mezi
jednotivé zakazky; kazdy hrac pridéli kazdé zakazce alespori
néjaké prostredky.

o Pokud hrac¢ 1 lobuje pro zakdzku 1 a; prostfedky a hrac 2 b,
prostfedky, ziska hra¢ 1 ¢ast zakazky 1 o velikosti s1a1 /(a1 + b1).

o Vyplatni funkce a prostory strategif formalneé:
X1 ={(ar,..., @) 1 a; > 0723:1 a; = a},
X = {(br,- . by) b > 0,55, b = b},
— l SjQj o l Sljb]'
o= o f2 = 2 o
o Cil:

o Jakd je optimdlni strategie?
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