4EK421 — oligopol — feSeni

1 Oligopol
Zadani. Méjme hru ((1’ 2’ 3)7 ([07 kl]v [07 kQ]v [07 kS])v (fl, f27 f3))7 kde
filx1, x2, x3) = zic(x1, X2, x3) — (N + vi7;)

proi=1,2,3 a c(x1,x2,23) = 6 —0.5(x1 + 2+ 23). Parametry k, v, n pro jednotlivé
hrace udava nasledujici tabulka.

7 n; (O kz
1 3 05 6
2 2 07 3
3 1 25 2

Predpokladejme, Ze hraci nespolupracuji. Naleznéme NE.

Interpretace zadani. Hru lze interpretovat nasledovné: hraci jsou oligopolisté,
ktefi vyrabéji jistou komoditu. Hra¢ ¢ ma kapacitu vyroby k;, fixni naklady n;,
variabilni néklady v;; funkce f; je jeho ziskova funkce, skladajici se z pf{jmu z prodeje
a nakladta. Funkce c je cena, zavisejici na celkovém vyrobeném mnozstvi.

Idea hledani NE. NE je takova trojice pfipustnych vyrobnich mnozstvi (z7, x5, %),
7e pro kazdé i = 1,2,3 a kazdé x; € [0, k;] plati

filwre, oo xi g w,x) g, 23) < fi(e], 3, 23).
Pro pevné ¢ nerovnost fiké, Ze i-ty hra¢ nemiize dosdhnout lepsi vyplaty, pokud se
odchyli od mnozstvi z}. Jednotlivé hodnoty f;(z7, x5, z3) tedy musi byt maximalni

v nésledujicim smyslu:

max fl(xhx;ax;) = fl(x*{ax;ax;)a

z1€[0,k1]

1212[%)22] f2($>1k7m2vx§) = fQ(mvax;’x;)’

- Ig[%)i }fg(%?,:li;,dfg) = f2($T,1‘§,$§),
3€[0,k3



Kazda z rovnosti, feknéme i-ta, tedy predepisuje hodnotu maxima funkce jedné
proménné x; na prostoru strategi i-tého hrace. Vyhovujici (23, x5, 2%) 1ze tedy ziskat
feSenim néasledujici soustavy rovnosti
x] = argmaxfi(xy, x5, x3),
1 €[0,k1]
x5 = argmax fo (27, z2, 25), (1)
22€[0,k2]

* * *
T3 = arg maxf3 (ml7 Lo, -T?))'
z3€[0,k3]

Vlastnosti funkei f; ve vztahu k feSeni soustavy (1). Soustavu ve tvaru (1) by
pri zcela obecnych funkcich fi, fa, f3 mohlo byt tézké vyresit. V nasem piipadé vSak
lze vyuzit toho, ze funkce f; je v proménné x; (pii fixnich z; pro j # i) kvadraticka a
konkavni. Konkavnost lze snadno ovéfit vypoctem druhé derivace podle z; (ovéreni
jednotlivych krokd vypoc¢tu ponechavame na laskavém ¢tenafi):

fi=—0.522 + (6 —v; — 0.529@)@ —ny,
J#i
afi
8xi = —l’i+6—’0i —O5Z$],
J#i
2 £
2y
Ox;

Konkavni kvadraticka funkce f jedné proménné x mé v R pravé jedno maximum,
a to pro takové xg, pro které je %(mo) = (. Tento poznatek v8ak nelze pro fe-
Senf soustavy (1) pouZit pfimo, protoZe se zde maxima hledaji pouze na intervalech
urcenych povolenymi vyrobnimi mnozstvimi jednotlivych hraci, nikoli v celém R.

Uvazujme nyni fi;. Pro pevné zvolené x;,x35 € R mohou ve vztahu k poloze
x} = arg maxfi(x1, o, x3) vid intervalu [0, k1| nastat t¥i p¥ipady:

1 ER
1. 2} <0, pak zfejmé %(O) <0,

2.z} € [0, k;], pak zfejmé g—fl(x'l) =0, nebo
3.z} > ky, pak zfejmé g—ﬁ(kl) > 0.

Tlustrace jednotlivych pfipadu nasleduje.

f1(0) <0 fi(xh) =0 fi(k1) >0

|
1 1

|
|
| |
| | |
1 1 1 1
z) 0 ky 1 0 = ki 1 0 ky 2} I\i\

Pokud tedy 2} < 0, pro hrade 1 je (pfi zafixovanych strategiich zo,x3) optimalni
strategii x1 = 0, pokud x| > 0, je pro hrace 1 optimalni x; = k.



Reseni soustavy (1). Z diskuze vyse je ziejmé, Ze kazdou rovnici soustavy (1),
feknémeé prvni rovnici, lze pfepsat takto:

0, pokud 92(0) <0,
xy = argmaxfi(z1,23,23) = { ki, pokud § 6f1 L (k1) >0, (2)
@1€[0k1] xf, jinak.
Zapis (2) otevira prostor ke zformulovani soustavy (1) jako soustavy nelinearnich
(ne)rovnosti, ktera bude Fesitelnd pomoci b&Zznych solverti. Nejprve soustavu zfor-
mulujme a pak vysvétleme, pro¢ je jeji feSeni FeSenim soustavy (1).

Ofi

nyi—Zz', 0<x; <k,

) T

Vi=1,2,3: 0= a2, 0< v, . (3)

0= (ki — x:)yi, 0<%

Mohlo by se zdat, Zze sady (ne)rovnosti pro jednotlivd ¢ jsou na sobé nezavislé.
Tomu tak pochopitelné neni: v derivacich f; podle x; se vyskytuji v8echny proménné
T1,T2,T3.

Nejdilezit&jsimi rovnostmi soustavy (3) jsou zfejmé rovnosti gf L =y; — z;, které
v kombinaci s ostatnimi rovnostmi kladou jisty pozadavek na derivace jednotlivych
funkci f;. Jak ale tento pozadavek presné vypada? Ve skutec¢nosti vcelku piesné
odpovida rovnici (2). V soustavé jsou pro kazdé i zavedeny nezédporné proménné y;
a z;. Omezeni z;z; = 0 resp. (k; — x;)y; = 0 zaruduji, Ze z; resp. y; bude moci byt
nenulové jen tehdy, pokud z; = 0 resp. x; = k;. Tedy, pokud z; = 0 resp. x; = k;,
pak nenulové z; resp. y; v souladu s (2) povoluje, aby 7 af £ < 0 resp. > 0. Ve v8ech

ostatnich piipadech, tedy pokud 0 < x; < k;, rovnice vynucup aby 3 8f L =0.

Zopakujme nynf je§té pro jistotu, pro¢ je feseni (z7, x5, %) soustavy (3) zaroven
také feSenim soustavy (1) a tim i Nashovym ekvilibriem. Podivejme se na libovolné
x;. Pokud

e 17 =0, pak 3 8f ( *) < 0; ke zlepSeni hodnoty f; by proto mohlo dojit pouze
pfi snizovani x , to ale lze pouze zvySovat, coZ se nevyplati,

o 1 = kj, pak 3 o/, ‘( x}) > 0; ke zlepSeni hodnoty f; by proto mohlo dojit pouze
pfi zvySovani :c , to ale lze pouze snizovat, coz se nevyplati,

o 0 <z} <k pak g dfl ( ¥) =0 a z} se proto nevyplati ménit.

Optimalizaéni verze. Soustava (3) obsahuje nelinedrni omezeni, coZ mize jeji
feSeni solverim zkomplikovat (byt je alespon teoreticky mozné). Muze proto byt
vyhodné presunout tato omezeni do tcelové funkce.

Nelinearni omezeni jsou dvou typt: x;z; = 0 a (k; —x;)y; = 0. VSimnéme si, Ze na
v8echny ¢initele, které se v nelinearnich omezenich vyskytuji, jsou jinymi omezenimi



kladeny pozadavky na nezédpornost. Nezaporné jsou tedy jisté vSechny jejich souciny.
To otevirda moznost misto soustavy (3) fesit optimaliza¢ni ilohu

3
minimalizovat Z xizi + (ki — i)y
i=1
ofi
vzhledem k Vi =1,2,3: ox;

0 <z <k, 0 <y,

Ziejmé, optimalni hodnota tlohy je 0, které ucelova funkce nabyvéa pravé pro ta
piipustné feSeni, ktera jsou FeSenimi soustavy (3).

Reseni tulohy solverem. Zbylou ¢ast prace, tj. pouzit néjaké vhodny solver na
konkrétni data, si ponechejme jako cviceni.



