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fiklad
Prikla

Maticova hra pro dva hrace je ddna nasledujici matici:

-5 4 0
A= 5 0 4
0 -8 -1

o Rozhodnéte, zda ma tato hra sedlovy bod.

o Najdéte optimadlni strategie pro oba hrace.
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Kone¢né hry 2 hrac¢t — bimaticové hry

v

Bimaticovd hra je hra v normalnim tvaru H = (N, S, V') zadana
o seznamem hra¢a N := {1, 2},
o seznamem prostort strategii —
S = (Xl = {1,...7m1},X2 = {1,...7m2}) a
o seznamem vyplatnich funkci
V= (fi(z1,22) = Aoy, fo(T1, ¥2) = bayay), kde

o A, B € R™X*™2 jsou zadané vyplatni matice, technicky se
d& hra plné popsat pravé témito maticemi.

Zajima nas:
o jak vypadaji NE v ryzich a smiSenych strategiich,
o jak by se méli hraci chovat, pokud bychom dovolili
kooperaci
o s pfenosnou vyhrou,
o snepfenosnou vyhrou.
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Pro pripomenuti:

o Nashovo Ekvilibrium (NE) je (specidlné ve hfe dvou hrac¢t)
takova dvojice strategif (z*,y*) € X1 x X2, Ze pro vSechna
x € X1ay € Xy plati:

a,xy* S a:B*y*a bx*y S bx*y*. (1)

o Hry (H,S,(f1, f2))a (H, S, (f1 + k1, f2 + k2)) maji stejnad
NE pro konstanty k1, k2 € R, takovym hrdm fikame
strategicky ekvivalentni.

o U kone¢nych her 1ze NE v ryzich strategiich nalézt tak, Ze se
naleznou dvojice strategii vyvovujici nerovnostem (1)
zvlast:

o pro kazdé y* se najde (mnozina) * vyhovujici gy~ < ag-y-,

o pro kazdé z* se najde (mnoZina) y* vyhovujici by«y < by=y-,

o NE jsou takové dvojice, strategif, které v pfedchozich
krocich vyhovovaly obéma nerovnostem.
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Dvé matice = matice dvojic

Pro uzivatele miiZze byt pfehledné hru zanést do matice dvojic (a;;, b; ;).

20 20 20 0 12 10
27 36 42 15 6 10

A= 25 40 35 B=] 15 12 5
2 2 2 30 0 10

22 16 17 30 6 5

20, 0 20,12 20,10
27,15 36, 6 42,10
= C=| 25,15 40,12 35,5
2,30 2,0 2,10
22,30 16,6 17,5
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Pro uzivatele miiZze byt pfehledné hru zanést do matice dvojic (a;;, b; ;).

20 20
27 36
A= 25 40
2 2
22 16
=(C =

Miroslav Rada

20

42

35

2

17

20, 0
27,15
25,15
2,30
22, 30

20, 12
36, 6
40,12
2,0
16, 6

0 12 10
15 6 10
15 12 5
30 0 10
30 6 5
20, 10
42,10
35, 5
2,10
17, 5
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Pro uzivatele miize byt pfehledné hru zanést do matice dvojic (a;;, b; ;).
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Pro nésledné pocitacové zpracovani je to spiSe piekdzka.
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Priklady
16,0 16,14 16,10 6,0 6,14 6,12
27.13 33,7 40,10 22,8 23,7 30,12
Cy=| 23,13 36,14 31,5 [C3=] 20,8 28,14 22 6
4,26 4,0 4,10 4,26 4,0 4,10
24,26 17,7 19,5 26,16 19,7 20, 6

60, 0 60,14 60,12
49,35 77,7 84,12
Cy=| 47,35 82,14 76, 6
4,70 4,0 4,12
26,70 19, 7 20, 6
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Reseni bimaticové hry v ryzich strategiich

Za ptedpokladu, Ze pfipoustime feSeni pouze v ryzich

strategiich, mohou zfejmé nastat nasledujici pripady:
O hra md jediné NE,
O hra ma vice NE, z nichZ jedno dominuje ostatni,

@ hra ma vice NE, mezi nimiZ existuje ziménna soustava

téch NE, Ze jsou dominovéna ostatni feSeni,

Q hra ma vice NE, Zddné z nich nedominuje vSechna ostatni,

O hra nemid zadné NE.

NE v ryzich strategiich vede k cili v pfipadech 1-3.
Ptiklad hry se zdménnou soustavou NE:

8 9 —-1,-2 8, 9
~1,-1 4, 4 0,-1
8§ 9 —-1,—-2 8 9
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SmiSené rozsifeni bimaticové hry

Pfipomerime:
o smiSené strategie se zavadi proto, Ze ryzi strategie
neposkytuji v urcitych situacich navod k jednani,
o kazda kone¢nd hra ma alespori jedno NE ve smiSeném
roz$ifeni.
o Otézka: Je to vSak zde dostacujici?
SmiSent rozsiteni bimaticové hry je hra v normalnim tvaru
H = ((1,2), (X7, X3), (f{, f3)), kde
o prostory strategii hrac¢e 1 pak ma podobu
Xf = {(I‘%, cee lenl)T : ZjeXl .’L’{ = 1,$1 > 0}/ XQS
analogicky, prvky X7 budeme znacit «°, prvky X35 budeme
znacit y°
o vyplatni funkce jsou f(2%,y°) = 2°T Ay® a
f;(.%'s, ys) — xSTByS.
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NE ve smiSeném rozsifeni bimaticové hry

Z defini¢nich nerovnosti NE a tvaru prostorti strategif 1ze odvodit
néasledujici tlohu:
max  F(z1,29) =z (A+ B)zs —a —
D NN (w1, 2) = 21 ( o2 P
Azy < 1o (2)
BT.’L'l S 16

Véta

Necht je (x1, x2) optimdlni feSent iilohy (2).

Pak F(p,q) = 0a (z1,z2) jsou NE bimaticové hry zadané vyplatnimi
maticemi A a B.
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Alternativni zapis tlohy (2)

PER’grll,aCJ])é]Rmz F(p’ Q) - Z DPi (azj + b” Z pi Z Qj

1€X1,j€X0 1€Xq jE€EX2
Z a;i;jq; <1, Vi e X3
JEX2
Z bijpi <1, Vi€ Xo
1€X1
plvquov ZEXlaJEXQ
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Poznamky a problémy spojené s NE ve smiSenych
strategiich

o Uloha (2) je dlohou nekonvexni optimalizace (kvadraticka
forma p" (A + B)qje zcela obecnd):
o solvery mohou skoncit v lokalnim maximu (které
neodpovida NE),
o globélnich maxim mitze byt vice,
o najit vSéechna maxima je obecné vypocetné netinosné.
o V solverech lze rtiznéd globalni maxima nalézt spousténim
optimalizace z rtiznych vychozich feSeni.
o Bimaticovéa hra, kterd ma NE v ryzich strategiich, mtiZze mit
(dominujici) NE ve smiSenych strategiich.
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fiklad
Prikla

Bimaticovd hra pro dva hréce je ddna nésledujici matici dvojic:

60, 0 60,14 60,12
49,35 77,7 84,12
47,35 82,14 76, 6
4,70 4,0 4,12
26,70 19,7 20, 6

Cy

O Naleznéte alespori jedno Nashovo ekvilibrium v jejim
smiSeném rozsifeni.

O Jaké budou rovnovéazné strategie jednotlivych hra¢t? Jaké
budou jejich vyplatni funkce?
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Jak na kooperaci

Pfipustme spolupraci. Co mé byt feSenim:
o zdvaznd ,smlouva” o pouZiti strategii a déleni vyhry,
o ...nebo nekooperace.
Lze rozlisit kooperaci :
o s pfenosnou vyhrou (vyhru koalice 1ze prerozdélit), a
o s nepfenosnou vyhrou — kazdy vyhraje pouze a jen
hodnotu své vyplatni funkce.
Hled4 se odpovéd na otazky:
O kdy md smysl kooperovat,
O jaké strategie pfipadné dohodnout (trividlni u pfenosné
vyhry),
Q jak rozdélit vyhru (odpadd u nepfenosné vyhry).

Miroslav Rada 4EK421 Teorie her a ekonomické rozhodovéani
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Kdy se vyplati kooperovat — pfenosnd vyhra

Zfejmé — kooperace je vyhodna, pokud si hraci polepsi oproti
stavu, kdy nekooperuji.

o Je-li N mnozina hract, zavedeme tzv. charakteristickou
funkci, kterd kazdé koalici K (podmnoziné N) pfifadi
celkovou vyhru, kterou si dand koalice zajisti tim, Ze bude
spolupracovat, tedy

o v(K) je vyhra koalice K.
Aby kooperace byla vyhodna, zfejmé musi v bimaticové hie
platit v({1,2}) > v({1}) + v({2}).

o Ziejmé v({1,2}) = max, y azy + by (snadné).

o Problém: jak zjistit v({1}) a v({2})?
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Stanoveni v({i})

Je tfeba vyfesit otazku, jakd bude vyhra hrac¢t, pokud by se na
kooperaci nedohodli. MoZznosti:
o maximalizace jisté (zarucené) vyhry (minimax)
o odavodnéni: hraci se pfipravuji na nejhorsi scénar;
navzajem si hrozi poskozovanim
o v({1}) = maxgex, Minyex, Gy
o v({2}) = maxyex, mingex, bay
o pouziti vyher pti nekooperaci (kompetitivnost) —
problematické kvtili nejednoznac¢nosti
o hra proti ndhodnému mechanismu (nedostatecnd evidence)

o odavodneént: situace je natolik nep¥ehlednad, Ze se dd
ocCekavat, ze protihra¢ se bude chovat jako ndhodny
mechanismus

o v({1}) = maxeex, 57 Xyex, i
o v({2}) = maxyex, n% ZzeXl bi;
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Déleni vyhry

Znéme-li v({1,2}), v({1}) i v({2}), vime, Ze nutnou podminkou
pro kooperacije v({1,2}) > v({1}) + v({2}). Vyhru v({1,2}) si
hraci v pfipadé kooperace d¢li.
Oznacéme a; a ag podily hrac¢a na vyhte koalice {1, 2}. Hraci
ziejmé budou ochotni dohodnout néjaké ,spravedlivé” déleni
spliujici:
o({1,2}) = a1 + az
v({1}) <@ ©)
v({2}) < a2

Jednotliva déleni spliiujici (3) se nazyvaji imputace, mnoZina
vSech imputaci se nazyva jidro hry.
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Vybér spravedlivé imputace z jadra

L4

,Spravedlivé” je to, s ¢im hraci souhlasi. Nabizi se:
o pouzit téziste jadra — rozdélit efekt kooperace napil
o odtivodnéni: oba hrécdi se na vzniku koalice podileji stejnou
mérou

o ar =v({1}) +0.5(v({1,2}) —v({1}) —v({2}))
o az = v({2}) +0.5(v({1,2}) —v({1}) —v({2}))

0 aj:az=v({l}):v({2})

° ar:az = (v({1,2}) —v({2}) : (v({1, 2} —v({1}))
Patfi déleni ziskana pomoci dvou posledné jmenovanych
moznosti jisté do jadra hry?
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Jak na nepfenosnou vyhru

Zadani:

o Mame zadanou hru ((1,2), (X, Y), (fi(z,y) = aazy, fo(x,y) = bay))

Hledame odpovéd na otazky:
o kdy md smysl kooperovat, a

o jaké strategie dohodnout (explicitné se omezime na prostor ryzich
strategii, tedy X = {1,...,m1}aY = {1,...,ma}).

Postup:
o Najdeme dosaZitelni rozdéleni, z nich vezmeme nedominovand

o Existuje-li alespori jedno dosazitelné rozdéleni, vybereme nejlepsi
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Dosazitelna rozdéleni

Dosazitelna rozdéleni formalné.

DosaZitelné rozdeélent je takova dvojice (p1,p2), Ze

(p1,p2) > (v({1}),v({2})) a zaroven plati, Ze existuje takové
ze€X,yeY,zeazyy = p1,byy = 2.

Mnozinu vSech dosazitelnych rozdéleni budeme znacit D.

Neformalné: dosaZzitelnd rozdéleni odpovidaji tém dvojicim
strategii, pro které jsou vyplaty obou hrac¢a alespon takové, jako
jsou zarucené vyhry.

Nedominovanéa dosazitelna rozdéleni formalné.

Dosazitelné rozdéleni (p1, p2) je nedominované, neexistuje-li
dosazitelné rozdéleni (q1, g2) takové, Ze (q1,q2) = (p1,p2).
MnozZinu v8ech zna¢me D,,.
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Je kooperace vyhodna? A co pak?

Ztejmé, kooperace je vyhodnd, pokud D # (). Navic, pak plati i
D,, # 0. Dv& moZnosti:
o |Dy| = 1. Pak se hra¢ dohodnou na téch strategiich, které
vedou na toto jediné nedominované dosazitelné rozdéleni.

o |Dy| > 1. Je nutné vybrat ,nejlep$i” nedominované
rozdéleni.
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Je kooperace vyhodna? A co pak?

Ztejmé, kooperace je vyhodnd, pokud D # (). Navic, pak plati i
D,, # 0. Dv& moZnosti:
o |Dy| = 1. Pak se hra¢ dohodnou na téch strategiich, které
vedou na toto jediné nedominované dosazitelné rozdéleni.
o |Dy| > 1. Je nutné vybrat ,nejlep$i” nedominované
rozdéleni.
o Problém: co je nejlepsi?
o Vysledkem jisté musi byt néjaké nedominované dosaZzitelné
rozdéleni.
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Idea priimérného nedominovaného déleni

o Reknéme, Ze jsou vSechna nedominovanda déleni moZzna.
o Spoctéme sttedni vyplatu pres D,,:

mm = Y our2

D

(p1,p2)€Dn ‘ n‘

o Nyni muzeme za nejlepsi déleni (p), p,) prohlasit to, které
je ,nejblize” (p1, p2) v néjaké metrice d:

(pllapé) = arg min d((plaPZ)’ (1)713]72))’
(p1,p2)EDn

pro euklidovskou metriku tedy

(Ph.ph) =arg  min _ /(p1 —P1)% + (p2 — P2)%
(p1,p2)EDy,
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Idea zaloZené na prirtstku k zaru¢enym vyhram

o Vezméme za nejlepsi nedominované dosazitelné délent to,
které ma nejvétsi moZzny mensi z pfirastki k zarucenym
vyhrdm:

(ph,ph) = arg  max  min{pi —v({1}),p2 —v({2})}.

(pl:p?)EDn

o Rizné jiné zptlisoby?
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Pouzijme vySe uvedené postupy na bimaticovou hru uréenou
dvoumatici

4,5 8,4 6,7
c=| 11 0,0 9,3
3,2 6,1 7,2
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