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Hra v normalnim tvaru

Méjme:
« seznam hracu N = (1, ..., n),
+ seznam prostor( strategii (X, ..., X,)

+ seznam vyplatnich funkci f = (f,,..., f,), kde

cproie{l,..,ntjef i X, xxX & R,
« X=X % x X

Trojice (N, X, f) je hra v normalnim tvaru.

* X; € X; — strategie i-tého hrace

* (Xq,...,X,) € X - strategie vSech hraci, strategicky profil nebo kombinace strategii



Co povazovat za reseni?

« typicky - chceme néjaké strategie, které budou v néjakém smyslu nejlepsi

« pro hru v normalnim tvaru (z normativniho pohledu) - Nashovo equilibrium
(Nashovo rovnovazné reseni)

Nashovo equilibrium
Nashovo equilibrium je takova kombinace strategii (x],..., X;) € X, Ze pro kazdého
hrace, reknéme i-tého, plati Ze pro viechna x; € X; je

f(x1r Xi- 1,X,,X,+1, ' X ) f(x1r Xi- 11X,1X1+1r X;)

« neformalné&, Nashovo equilibrium je takova kombinace strategii, ze zadny hrac
nema motivaci svou strategii zménit

(X3, ey Xii1, Xy Xf1, o0 X2) budeme znacit (x;, x7;)



Best-response funkce

Podle definice Nashova ekvilibria je x* ekvilibriem tehdy, pokud pro vSechna i (tj. pro
kazdého hrace) plati
fi(x*) = max f.(x;, x%;).
X;€X;

Pojdme se zabyvat tim, jak musi vypadat x; v zavislosti na x_;. Definujme tzv.
best-response funkci i-tého hrace, znacenou g.. Zfejmé g; : X_, - 2%

gi(x;) ={x; € X; : fi(x;) = mg_ix fi(§in X}

Zfejmé, x* je Nashovo ekvilibrium, pokud x; € g,(x_;) pro vechna i € N.



Konstantni soucet



Hra s konstantnim sou¢tem v normalnim tvaru

Hra s konstantnim souctem je hra v normalnim tvaru H = (N, S, V) zadana

« seznamem hraca N := (1, ..., n),
+ seznamem prostor( strategii - S := (X;,...,X,) a
+ seznamem vyplatnich funkci V := (f,,..., ), kde
cproieNjef, : X— R,
c X=X, xxX a
* Y.y fi = Rpronéjaké k € R.

Budeme se zabyvat hledanim Nashovych ekvilibrii pro tyto hry.



Prevod na hru s nulovym souctem

Definujme f1(x) = f,(x) - k.

Uvazujme hru H" = (N, S, (f1, f5y s )

Tvrzeni

Strategicky profil x* € X je NE hry H, prave kdyz tento profil je NE hry H'.

Ke x* € X,i € N,§ € X, definujme strategii x(i, §) := (X, ..., Xi_1,§, Xiq, e, X})-

Jakykoli strategicky profil x* € X spliujici f;(x*) 2 f,(x(i,§)) pro i € N splfiuje i

f1(x*) 2 £1(x(1,€)), nebot posledné jmenovana nerovnost lze pFictenim k pFevést na dfive
jmenovanou. Opak analogicky.

Disledek
Pfi hledani NE Ize bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze k = 0:

O hrach H a H' hovofime jako o strategicky ekvivalentnich.



Dva hraci a konstantni soucet — antagonisticka hra

+ Hra s konstantnim souctem s n = 2 se nazyva antagonisticka hra. Situaci usnadnuje
absolutni protichtidnost zajma hract: pokud Rk = 0, pak to, co jeden vyhraje, druhy ztrati.

* Lze tedy psat H = ((1,2), (X;, X,), (f1, - f7))-
« Defini¢ni nerovnosti Nashovy rovnovahy se pak zapisou jako

f( 11 2) f1(X1rX2)
f1(X?,X2)2 f1( 11 2))©f1( 11 2) f1( 17 2)

nebo také

(x5, x3) < f1(x3,X3) < f1(x3,X,) pro vsechna x, € X, x, € X,.



Maticové hry




Konecna antagonisticka hra — maticova hra

« Antagonisticka hra, ve které maji oba hraci konecny pocet strategii, se nazyva maticova
hra. Jde o to, Ze vyplatni funkce v takové hre se da sledovat v matici, a takova matice pak
hru plné popisuje:

H = ((112)1({11"'7m‘|}r{11"'1m2})1(f1(irj) = ajjlfz = _f’l))l

+ kde A € R™*™2, Pfedpokladame tak, Ze strategie hrace 1 resp. 2 odpovidaji fadkiim resp.
sloupciim matice A.

- Zrejmé, kazda matice popisuje maticovou hru.

- Dvojice (k,£) je NE (v ryzich strategiich) v maticové hfe, pokud pro vSechnai € X, aj € X,
platia;, < ay, < a,;.

« Prvek a,, matice A se nazyva sedlovy bod; je to nejvétsi prvek ve sloupci £ a nejmensi
prvek v radku k.

+ Problém: sedlovy bod nemusi existovat.



Hledani NE v ryzich strategiich

Idea: najit zvlast takova (k, 1), Ze g;; < a,, a zvlast (k, [) vyhovujici g, < iy tj. najit takové

dvojice strategii, u kterych by si nemohl pfi odchyleni polepsit hrac 1 resp. 2.

1. Pro kazdou strategii [ hrace 2 najdeme mnozinu K, = arg MaX, oy Ay strategii hrace 1,
které jsou nejlepSimi reakcemi na strategii [ hrace 2. Snadno ziskame mnozinu K
dvojic strategii (k, [), k € K, [ € X,, spliujici a; < a,, pro vSechna i € X;.

2. Pro kazdou strategii k hrace 1 najdeme mnozinu L, = arg min,ex2 a,, strategii hrace 2,
které jsou nejlepsimi reakcemi na strategii k hrace 1. Snadno ziskame mnozinu L
dvojic strategii (k, (), € L,, k € X,, splfujici @y 2 Gy, Pro vsechnaj € X,.

3. Mnozina vSech NE je mnozina vSech (k, l) takovych, Ze jsou zaroven v K i v L.

Jde vlastné o vycislovani best-response funkce. Je mozné proto, Ze jsou prostory
strategii konecne.
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Smisené strategie




Smisené strategie

Uvazujme konecnou hru v normalnim tvaru H = (N, (X, ..., X.), (f1, ..., f,)-
Koncept NE v ryzich strategiich je slaby - existuji hry, pro které NE neexistuji.

Pripustme, Ze se hraci mohou své strategie vybirat nahodné podle zvoleného
pravdépodobnostniho rozdéleni, jejich vyplatni funkce pak budou ocekavané hodnoty
vyplat, tedy

- prostor strategii i-tého hrace pak ma podobu X; = {(x,-1,...,x,-rr1")T S s x,-k =1,x; 20},

a
« vyplatni funkce i-tého hrace je

o= Z Z f,.(x?,...,xg")ﬂxjkj

kieX;  RpEX, jen

m



SmisSené rozsireni konecné hry

Definice
Smisené rozsifeni konecné hry H = (N, (X, ..., X, ), (f,, ..., f,)) je hra
H® = (N, (X3, e, X2), (5 e s F))-

Véta
KaZda konecna hra ma NE ve svem smiseném rozsiren.

12



SmisSené rozsifeni maticové hry

Pro maticovou hru lze vyplatni funkce smiseného rozsifeni zapsat jednoduseji:

S _ Ry — vISAyS
fi = Z Zx1x2czm,-x1 AX3

keX, teX,

Jde o to, Ze kombinace strategii (k, ?) bude vybrana s pravdépodobnosti p = xfxg.

13



NE ve smiSeném rozsifeni maticové hry

Prostory strategii nejsou konecné, nelze zkousSet vSechny moznosti.

Necht je v je vyhra hrace 1.

Hrac 2 se snazi chovat tak, aby v bylo minimalni, pojdme najit x;° a v tak, aby, at
hrac 1 udéla cokoli, ztratil hrac 2 vzdy nejvyse v.

Nelinearni program nize vlevo zfejmé hleda pozadované strategie x5 a minimalni
mozneé v.

Linearizace vpravo. Pro€ je mnozina optimalnich rfeseni stejna? Nerovnost xfTAxg <v
lze pro kazdé x; € X; vytvorit jako konvexni kombinaci m, nerovnosti ve tvaru

AX; < V1. Specialné lze vytvofit i i tu nerovnost, jejiz leva strana je maximalni.

min v

5 min v
X;€R™M2,veR X3€R™2 veR
STAyS <
max xTAX3 < v AXS < V1
X7€X3 2
s
X520 20

17X = 1 x5 =1



Viditelné dualni programy

Podobny linearni program lze sestavit i pro vypocet x;. Tedy

min v max v
X53ERM2 veR x3€R™ veR
AX; s v1 ATXS 2 v
S S
x520 x720
TS o TS o
Tx5=1 1TXx3=1

Je-li zaruceno, Ze v > 0 (viz pfevody na nulovy soucet), lze zavést substituci p = x;/v a
q = x5 /v. Po par Upravach pak:

max 17q min 17p
geR™ peR™

Ag <1 ATp 21

gz0 p20

Tyto programy jsou zfejmé dualni, pfi pouziti vhodného algoritmu staci fesit jeden z nich
(FeSeni druhého: stinové ceny). Méné ocividné: horni programy jsou téz dualni. 15



Maticova hra pro dva hrace je dana nasledujici matici:

0 05 -2
A'(-1 3 1)'

+ Rozhodnéte, zda ma tato hra sedlovy bod.
- Najdéte NE.



(Bonusove) otazky k vlastnostem NE v maticovych hrach

Unikatnost vyplaty

+ Vime, Ze NE nemusi byt unikatni ani v pripadé, Ze pfipoustime pouze ryzi strategie.
Jak je to ale s hodnotou vyplaty? MiiZou existovat dvé rizna NE (k,,£,) a (k,, ?,)
takova, Ze zaroven f,(k,, ;) # f,(k,,£,)?

+ Ajak je to v pfipadé smiSeného rozsifeni - mohou existovat ekvilibria s riiznymi
hodnotami vyplatnich funkci tam?

Identifikace nejednoznacnosti

« V ryzich strategiich je jasné, kdy existuje vice NE. Jak to poznat ve smiSeném
rozsireni?

+ Jak popsat mnozinu vSech NE ve smiSeném rozsifeni? Jak mize byt slozita?



Metoda fiktivni hry




Metoda fiktivni hry

- iteracni metoda pro odhad NE v konecnych hrach
+ vyhoda: jednoduchost
+ nevyhoda: nemusi konvergovat
+ myslenka:
+ predpoklada se, Ze se hra donekonecna opakuje
+ kazdy hrac, feknémé hrac i, predpoklada, ze hraje proti hraciim, ktefi hraji stale stejné
(smisené) strategie
+ v j-tém opakovani hry se tyto smisené strategie odhaduji napozorovanymi relativnimi
cetnostmi jednotlivych ryzich strategii v pfedchozich j - 1 hrach
« strategie hrace i v j-tém opakovani hry je optimalni reakce na odhadované smisené
strategie.
« konvergence pro:
+ konecné antagonistické hry
« hry fesitelné vyskrtanim dominovanych strategii
. aj.



Bonusova hra - o délitelné zakazky

« Situace:
+ 2 hradi soupefi o | zakazek velikosti s, ..., s,.
+ Soupereni ma formu lobbingu: hra¢ 1 ma k dispozici a prostfedkt na lobbing, hra¢ 2 disponuje
prostredky o velikosti b.
+ Hraci své disponibilni prostredky beze zbytku rozdéli mezi jednotivé zakazky; kazdy hrac pridéli
kazdé zakazce alespon né&jaké prostredky.
+ Pokud hrac 1 lobuje pro zakazku 1 a, prostfedky a hrac 2 b, prostredky, ziska hrac 1 cast zakazky
10 velikosti s,a, /(a, + b,).
« Vyplatni funkce a prostory strategii formalné:
X, ={(a;,..,a) : a; >0, Z}’.ﬂ a; = a},
X, ={(by, .., b)) 1 b; > 0,5, b; = b},
[ 1 l
fi= Z”mb,f =2 -1 gty

. Cil:
+ Jaké je ve hre NE?

19
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