4EK421 — zadani ukolt
bimaticové hry, rozvinuty tvar, koali¢ni hry

Zpracovavani, odevzdani a hodnoceni. Soucésti odevzdanych tkoli musi byt i
komentar, zejména by mélo byt patrné, jak bylo feseni dosazeno, pro¢ byly provedeny
kroky, které byly provedeny, apod.

Ukol se odevzdava do pifslusné odevzdavarny v InSIS. Odevzdéte-li tikol v do-
stateéném predstihu, nejpozdéji 48 hodin pfed uzavienim odevzdévarny, tkol oko-
mentuji a vratim k doplnéni. Timto zptusobem kol ptjde odevzdavat i po ¢astech.
Prosim, neposilejte mi tkoly emailem. Radéji odevzdejte vétsi davku a pak
pockejte na vraceni ukolu.

Rozumny pocet bodt, které by mél za tuto sadu tloh ziskat student, ktery chce
ze cviceni ziskat 50 bodi, je 23. Za nejsnaze dostupné body povazuji body z tloh 1,
2, 4,5, 7,8, 13. Pomérné snadno se daji ziskat i body za tlohy 9 a 10. Ani ostatni
ulohy nejsou nijak zvlast tézké, nejhure uchopitelnd je zrejmé tloha 14.

Personalizace zadani. Zada-li zadani tkolu, abyste si jej personalizovali podle
data narozeni, lze pouzit vlastni datum narozeni nebo datum zvolit nadhodné. V pri-
padé ndhodné volby nicméné ocekavam, ze distribuce, ze které se bude nahodné
datum generovat, budou rozumné, napriklad ze distribuce jednotlivych studentt bu-
dou po dvojicich nezavislé a ze support distribuce bude pokryvat obdobi nékolika
let okolo Vaseho data narozeni. Mate-li pochybnosti o tom, zda je Vase distribuce
rozumna, nejspis rozumna neni.

Bimaticové hry

Uzivejme konvenci, Ze je-li bimaticovd hra reprezentovand dvojici matic, odpovida
prvni z matic vyplatam hrace, ktery vybird radkové strategie.

Uvazujte nasledujici hru: Dvé firmy bojuji o zakazky v hodnotach Z;, Zs a Zs.
Hodnoty zakéazek personalizujte podle data narozeni:

e 71 =60+ R, kde za R dosadte rok narozeni zmenseny o 1900.

o Zy=40+2- M, kde za M dosadte poradové ¢islo meésice narozeni v roce,

e Z3 =40+ D, kde za D dosadte den narozeni v mésici.

O zakéazky se bojuje lobovanim: kazda firma prifadi kazdé zakazce objem pe-
néznich jednotek, kterymi za ziskdni dané zakazky lobuje. Firma 1 méa na lobovani
dvé penézni jednotky, firma 2 pouze jednu jednotku. Lobovat je mozné pouze v ce-
Iych peneznich jednotkach. Firmy do lobovani alokuji veskeré prostiredky, které maji
k dispozici.

Firma zakézku ziska tehdy, kdy pro ni lobuje alespon jednou penézni jednotkou
a zaroven pro ni lobuje vice jednotkami nez konkurence. Pokud pro nékterou zakazku
lobuji obé firmy stejnym nenulovym poctem penéznich jednotek, ziska kazdé firma
polovinu objemu dané zakazky.



Cilem obou firem je maximalizovat objem zakazek.

Uloha 1: Sestaveni bimaticové hry. [2 body]
Sestavte na zdkladé vyse uvedeného popisu dvojici matic popisujici vyplaty ve zmi-
néné hre. Rozhodnéte, zda mé hra ekvilibrium. Pokud ano, uvedte, jaka vSechna
ekvilibria jsou, a jaké vyplati funkce jim prislusi. Pokud ne, zdtvodnéte, na zakladé
¢eho jste vyvodili, ze hra ekvilibrium nema.

Uloha 2: Nalezeni ekvilibria ve smiSeném rozsiteni. [3 body]
Uvazujte smisené rozsiteni hry. Najdéte alespon jedno ekvilibrium pomoci bilinear-
niho programu ze cviceni.

Uvedte postup. Vysledky interpretujte. Zejména uvedte, jaky konkrétni strate-
gicky profil (dvojice pravdépodobnostnich rozdéleni) je ekvilibriem. Uvedte také,
jaké budou vyplaty pro Vami spoctené ekvilibrium.

Uloha 3: Ekvilibria jako navod k jednani [5 bodi]

Pouzijte néktery z dostupnych nastroju pro nalezeni vSech ekvilibrii ve smiSeném
rozsifeni bimaticové hry (napf. online solver https://cgi.csc.liv.ac.uk/~rahul/
bimatrix_solver/).

Uvedte vsechna ekvilibria, kterd hra odvozend od Vagich hodnot zakazek ma.
Poskytuje koncept Nashova ekvilibria ndvod k jednani hraca ve smiseném rozsireni
hry? Zduvodnéte.

Dale:

1. pokud koncept Nashova ekvilibria neposkytoval pro Vasi hru navod k jed-
nani, najdéte takové hodnoty Zy, Zs, Z3, aby koncept Nashova ekvilibria na-
vod k jednani poskytoval. Svou volbu zdivodnéte a popiste postup, jak jste se
k hodnotam dostali, nebo

2. pokud koncept Nashova ekvilibria pro Vasi hru navod k jednani poskytoval,
navrhnéte takové hodnoty Zi, Zs, Z3, aby ve hie ekvilibrii bylo vice a zadné
z nich nedominovalo vSechna ostatni. I v tomto pripadé uvedte, jak jste postu-
povali a proc.

Pro pripomenuti, existuje-li ve hte vice ekvilibrii, z nichz zadné neprinasi jednot-
livym hrac¢tm alespon takovou vyplatu, jako ostatni ekvilibria, nelze zadné z téchto
ekvilibrii oznacit za navod k jednani. Specidlné, dominuje-li jedno z ekvilibrii vSechna
ostatni ekvilibria, je navodem k jednéni.

Kooperace v bimaticové hre

Uloha 4: Vypoéet charakteristické funkce [3 body]
Predpokladejte, ze hraci za zadnych okolnosti nebudou hrat dominované strategie.
Strategie, které nejsou dominované a se kterymi budete pracovat, oznacte.
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Predpokladejte, ze je v bimaticové hie z tlohy 1 povolend kooperace. Spoctéte
hodnoty charakteristické funkce vyjadrujici vyplaty jednotlivych koalic, které mo-
hou vzniknout. Za uc¢elem vypoctu vyplaty koalic vyslovte vhodné predpoklady o
chovani hracu, kteff nejsou cCleny koalice: konkrétné, charakteristickou funkci spoci-
tejte alesporl ve dvou variantach (viz slidy), jedna z nich vSak musi byt minimaxova
charakteristicka funkce.

Uloha 5: Kooperace s pfenosnou vyhrou [2 body]
Uvazujte nyni, ze hrac¢i bimaticovou hru z dlohy 1 hraji kooperativné s prenosnou
vyhrou a ze vyplaty jednotlivych koalic jde zachytit pomoci minimaxové charakte-
ristické funkce spoctené v tloze 4.
1. Popiste, jak vypadd jddro hry (tj. mnoZzina rozdéleni, kterd jsou raciondlni pro
vSechny koalice) a zda je pro hrace vyhodné kooperovat.
2. Pokud je pro hrace kooperace vyhodna, navrhnéte néjaké vhodné déleni celkové
vyhry, které povazujete za spravedlivé. Lze pouzit i néktery ze zpusobu ve
slidech. Svou volbu zdivodnéte.

Uloha 6: Vlastnosti déleni vyher navrzenych ve slidech [2%x3 body]
Uvazujte zcela obecnou kooperativni hru dvou hrac¢a ve tvaru charakteristické funkce
popsanou ¢tvericl vyplat v({1,2}),v({1}),v({2}),v(0) == 0.

Na slidu 16 ve slidech jsou navrzena déleni vyhry v poméru hodnot charakteris-
tickych funkei (odrézka 2) a déleni vyhry v poméru piinosu (odrédzka 3). Charakte-
rizujte co nejlépe, pro jaké hodnoty vy 2y, v(1}, vi2) patif takto navrzend déleni do
jadra hry.

Charakterizace musi byt, podobné jako feseni vSech ostatnich tloh, obhéjena.

Uloha 7: Kooperace s nepienosnou vyhrou. [3 bodi]
Uvazujte opét bimaticovou hru z tlohy 1 a minimaxovou charakteristickou funkci
spoctenou v uloze 4. Predpokladejte nyni, ze vyhra hrac¢a neni prenosna.

e Urcete mnozinu nedominovanych dosazitelnych dvojic vyplat, dile znacenou
D,.

o V pripadé, ze |D,| > 1, tj. Ze nedominovanych dosazitelnych dvojic vyplat
bude vice, zvolte néjaky zpusob, jak z nich vybrat déleni, které bude v né-
jakém smyslu spravedlivé (inspirace viz slidy o bimaticovych hrach, muzete
pochopitelné pouzit i néktery ze zptsobu piimo na slidech uvedeny).

Hry v rozvinutém tvaru

Uloha 8: Test [5 bodi]
Situace. Student piSe test. Protoze neni dobre pripraven, fesi otdzku, zda opisovat,
¢i nikoli.

Pokud student opisovat bude, miize nastat nasledujici:

o Dozor studenta odhali a potrestd; to nastane s pravdépodobnosti 2/5.
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» Dozor opisovani viibec nezaregistruje; to nastane s pravdépodobnosti 1/10.

e Dozor pojme podezieni, ze student opisuje, a zaméri nan svou pozornost; to
nastane v ostatnich pripadech.

V pripadé podezieni na opisovani ma dozor dvé moznosti: bud studenta napo-
mene, nebo ho bude pouze sledovat a vysilat k nému vyznamné pohledy; student
tedy vzdy vi, ze dozor podezieni pojal.

Student ma v pripadé, Zze je podeziely, dvé moznosti: bud bude pokracovat v
opisovani, nebo s opisovanim prestane a bude lovit poznatky z paméti. Pokracuje-li
v opisovani, bude odhalen a potrestan s pravdépodobnosti 0,65, s pravdépodobnosti
0,35 si dozor niceho dalsiho nevsimne.

Hodnoty uZitku o dalsi predpoklady. Student i dozor jsou raciondlni a znali teorie
her. Cilem kazdého z nich je maximalizovat stfedni hodnotu svého uzitku. Hodnoty
uzitku se stanovi podle nésledujicich pravidel:

e Pokud je student odhalen a potrestan za opisovani, ma nezavisle na ostatnich

okolnostech uzitek 0.

e Pokud student neopisuje nebo neni odhalen, je jeho uzitek souc¢tem poctu bodi,
které ziskd za test, a pripadnych modifikaci.

o Neopisuje-li student vibec, ziska za test 6 bodu.

e Student, ktery opise cely test, za néj ziska 15 bodu.

e Pokud student opiSe ¢ast testu a poté, co dozor pojme podezieni, opisovat
prestane, ziskd za test 8 bodi.

e Pokud je student dozorem vefejné napominan, citi se hloupé a hodnota jeho
uzitku se snizi o 5.

e Zékladni uzitek dozoru je 10.

e Pokud dozor potresta studenta bez napomenuti, vyvola to negativni ohlas u
studentt, ktefi zacnou mit pochybnosti, zda byla akce nutnd, a dozor proto
ziskd uzitek 5, nezdvisle na ostatnich okolnostech.

e Pokud dozor pojme podezieni, ma ze své ¢innosti Spatny pocit a hodnota jeho
uzitku se snizi o 2.

e Pokud dozor napomina studenta, citi se podobné neprijemné jako on, protoze
sdéluje pouze podezieni a potencidlné napomind poctivého, a jeho uzitek se
snizi o (dalsi) 3.

e Pokud dozor potresta studenta po napomenuti, zbavi se pochybnosti i Spatného
pocitu a jeho uzitek bude 10, nezdvisle na ostatnich okolnostech.

Zjistéte, jak se budou aktéri déni chovat, a jak by se chovali v jednotlivych dil¢ich
situacich, do kterych by se hra mohla dostat. Jaké budou stfedni hodnoty uzitku
pro jednotlivé strategie?

Uloha 9: Pocet stavii v piskvorkach 3x3. [3x3 body]
Spocitejte, kolik ruznych stavii muze nastat ve hie na slidu 4 ve slidech o hrach v
rozvinutém tvaru. V nasledujicich alohach predpokladejte, Ze se hra nachazi
ve stavu, kdy je hraci pole zcela prazdné, tj. stav hry zobrazeny na slidu
ignorujte. V navaznosti na diskuzi na cviceni rozlisujte nasledujici pojeti stavu hry.
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e Stav hry je charakterizovan posloupnosti odehranych tahu, kazdy tah znamena
umisténi kiizku nebo kolecka na konkrétni pozici na plan. Pocet stavi hry
je pocet vrcholi tplného stromu hry bez redukci za symetrie nebo shodné
konfigurace kiizki a kolecek.

e Stav hry je charakterizovan pozici znacek na hracim planu bez zohlednéni sy-
metrii pozic. Pocet stavu hry je tak pocet moznych konfiguraci kiizku a kolecek
bez redukci za symetrie.

e Stav hry je charakterizovan pozici znacek na hracim planu se zohlednénim
symetrii a rotaci hraciho planu. Pocet stavli hry je tak pocet konfiguraci krizkt
a kolecek, které nabizi rozdilné moznosti z pohledu mozného vysledku hry.

Za tésnou horni mez pro kazdé z pojeti vyse lze ziskat 3 body. Za méné tésné meze
lze ziskat méné bodu. Za trividlni horni meze zddné body nebudou.

Uloha 10: Podet stavii ve hite Otravena &okolada. [3 body]
Dokazte, ze hra Otrdvend cokoldda (slide 7 slidii o hrach v rozvinutém tvaru) se
miuze dostat do poctu stavi exponencidlnitho v mensim z rozméru cokolady.

K tomu staci ukazat, ze takové stavy lze zkonstruovat. Zamyslete se nad tim, jak
stavy vhodné kédovat, aby byla konstrukce snadna.

Uloha 11: Pirati [max. 7 bodi]
Na prvnim a druhém cvi¢eni jsme se bavili o hie Pirati (viz slide 6 tivodnich slidi).
Ukézalo se, 7ze piipady, kdy pocet pirdtu (n) v nepfirozeném vztahu k poc¢tu minci
(m), maji zajimavou strukturu optimdlniho chovani: napf¥. pro m = 0 pirati odhlasuji
nabidku (0, . ..,0) tehdy, pokud poéet piratii bude n = 2¥ —1 pro libovolné piirozené
k > 1; pro ostatni n neexistuje nabidka nejstarsiho pirata, kterou by pro nadpolovi¢ni
vétsinu pirata bylo raciondlni prijmout.

Popiste obecné, jak vypadd nejlepsi nabidka nejstarsiho pirata pro jednotlivé
kombinace n a m. Zduvodnéte, pro¢ je nabidka nejlepsi, pripadné pro¢ pro danou
kombinaci n a m zadné odhlasovatelnd nabidka neexistuje.

Uloha 12: Pistolnici [4 body]
Uvazujte hru Pistolnici (viz slide 8 slidit o hrach v rozvinutém tvaru). Predpokld-
dejte, ze kromé cile ,, maximalizuj pravdépodobnost, Ze ve hie zustane$ posledni®
maji pistolnici jesté cil ,,ukon¢i hru co nejdiive*. Druhy cil se pouzije pouze v pri-
padé, Ze varianty jsou podle prvniho cile stejné dobré.

Na konci slide jsou vysloveny zjednodusujici pravidla:

1. Pokud jsou nazivu uz jen dva pistolnici, do vzduchu se nestfili.

2. Pistolnik 2 strili nejradéji na pistolnika 3.

3. Pistolnik 3 strili nejradéji na pistolnika 2.
Dokazte, ze chovani dle téchto pravidel je pro pistolniky racionalni.
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Hlasovaci hry

Uloha 13: Vypocet indexi sily. [5 bodi]
Uvazujme hlasovaci hru, které se ucastni 5 politickych stran. Jednotlivé politické
strany disponuji poc¢ty hlast a1, as, as, 46 a 75. Uvazujte hlasovaci pravidlo a. Pocty
hlasu si personalizujte podle data narozeni, pricemz

e a1 = R+ 15, kde za R dosadte posledni dvojcisli roku narozeni,

e ay =20+ 6M, kde za M dosadte poradové ¢islo mésice narozeni v roce,

e a3 = 3D, kde za D dosadte den narozeni v mésici, a

e a=0,48+ D/300, kde za D dosadte opét den narozeni v meésici.

Spocitejte pro jednotlivé strany hodnoty Shapley-Shubikova indexu sily a Ban-
zhafova indexu sily.

Uloha 14: Indexy sily v zavislosti na hlasovacim pravidle. [6 bodi]
Uvazuje hlasovaci hru se 6 hraci a pocty hlasu 82,64, 83,42,57, 77. Dokazte, ze pro
vsechna iraciondlni hlasovaci pravidla « plati, ze vektor Banzhafovych indext sily
pro hlasovaci pravidla o i 1 — « je stejny.

Obecnéji, rozhodnéte, co musi spliiovat pocty hlast a hlasovaci pravidlo « v hla-
sovaci hre, aby vektor Banzhafych indexu sily pro hlasovaci pravidlo a byl shodny
jako vektor pro hlasovaci pravidlo 1 — .



